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PREFACE. 



A. PRÈS avoir exposé dans les deux livres précédens, 
les théories des planètes et de la lune; il reste à présenter 
celles des autres satellites et des comètes ^c^l^ljÿ^rincipal 
objet de ce volume. De tous les sateln^e(^5^s plus inté- 
ressans après celui de la terre, sont les satellites de Jupiter. 
Les observations de ces astres les premiers* que le téles- 
cope a fait découvrir dans les cieux, ne remontent pas à 
deux siècles : on ne doit môme compter qu’un siècle et demi 
d’observations de leurs éclipses. Mais dans ce court inter- 
valle , ils nous ont oflert par la promptitude de leurs révo- 
lutions, tous les grands changemens que le temps ne déve- 
loppe qu’avec une extrême lenteur, dans le système planétaire 
dont celui des satellites est l’image. Leurs fréquentes éclipses 
ont fait connaître leurs inégalités principales, avec une pré- 
cision que l’on n’eût jamais obtenue des élongations obser- 
vées de ces astres à Jupiter. Pour en donner la théorie, 
je développe d’abord les équations différentielles de leurs 
inouvemcns : en intégrant ensuite ces équations , je parviens à 
• leurs diverses inégalités. Elles sont peu différentes de celles 
des planètes et de la lune : cependant les rapports qu’ont entre 
eux les moyens mouvemens des trois premiers satellites de 
Jupiter, donnent à quelques-unes de ces inégalités, des va- 
leurs considérables qui ont une grande influence sur toute 
leur théorie. Ces mouvemens sont à très-peu-près en pro- 
gression sous-double. De là résultent plusieurs inégalités très- 
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sensibles, dont les périodes différentes entre elles, se trans- 
forment dans les éclipses, en une seule de 437 b“", 659 . Bradley 
remarqua le premier cette période, dans le retour des éclipses 
du premier et du second satellite. Wargentin exposa ensuite 
dans un gi-and jour, la loi des inégalités dentelle dépend, 
et dont il attribua la cause à l’action mutuelle des trois pre- 
miers satellites, mais sans la soumettre à l’analyse qui u’étail 
pas alors assez avancée pour cet objet. Les géomètres Tayant 
perfectionnée depms, et l’ayant appliquée aux perturbations 
des satellites de Jupiter; ces inégalités se sont présentées 
les premières à leurs recherches, comme elles s’étaient les 
premières, offertes aux observateurs. Je les développe ici 
avec l’étendue qu’exige leur importance. 

Leur combinaison donne naissance à une singularité jusqu’à 
présent unique dans la théorie des mouvemens célestes. Lo 
mouvement moyen du premier satellite, plus deux fois celui 
du troisième, serait égal à trois fois le mouvement du se- 
cond ; si ces mouvemens étaient exactement en progression 
sous-double: mais cette égalité est incomparablement plus 
approchée que la progression elle-même, et ses petits écarts 
sont dans les liniites des erreurs des observations. Un résul- 
tat non moins singulier est, que depuis la découverte des 
satellites de Jupiter, la longitude moyenne du' premier, 
moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du 
troisième, n’a jamais différé de deux angles droits, que de 
quantités presque insensibles. On ne peut admettre sans in- 
vraisemblance, que les mouvemens primitifs de ces trois 
corps ont satisfait exactement à ces égalités : il est beaucoup 
plus naturel de penser qu’ils en ont fort approché , et qu’en- 
suite l’action mutuelle des satellites a rendu ces égalités rigou- 
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reuses. C’est ce que j’ai reconnu par l’analyse , comme on l’a 
déjà vu dans le huitième chapitre du second livre. Je re- 
prends ici cet objet intéressant que je traite par une autre 
méthode dont les résultats d’accord avec ceux du livre cité , 
les confirment. On peut, dans les égalités précédentes, subs- 
tituer aux moyens mouvemens et aux longitudes moyennes 
sydérales, les moyens mouvemens et les longitudes moyennes 
synodiques, et généralement rapporter à un axe mobile 
suivant une loi quelconque, les mouvemens et les longi- 
tudes des trois satellites; d’où il suit qu’ils ne peuvent jamais 
être à-la-fois éclipsés. Mais dans les éclipses simultanées du 
second et du troisième, le premier est toujours en conjonc- 
tion avec Jupiter : il est toujours en opposition, dans les 
éclipses simultanées du soleil, produites syr Jupiter par les 
deux autres satellites. 

Les moyens mouvemens et les époques forment six des 
vingt-quatre arbitraires que doivent renfermer les intégrales 
des douze équations différentielles du mouvement des 
quatre satellites. Les rapports précédons établissent entre 
ces constantes, deux équations de condition qui les réduisent 
à vingt-deux ; mais les arbitraires que ces équations font 
disparaître , sont remplacées par les constantes d’une iné- 
galité que je d/ésigne sous le nom de libration des satellites y 
et dont la période est d’un peu plus de six années. Cette 
inégalité est répartie entre les trois premiers satellites, sui- 
vant un rapport dépendant de leurs masses et de leurs dis- 
tances. Toutes les recherches que Delambre a faites pour 
la démêler dans les observations, ayant été infructueuses; 
elle doit etre fort petite. Ainsi à l’origine, les mouvemens 
des trois premiers satellites et leurs époques ont fort ap- 
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pi-ochc de satisfaire aux deux (igalilés précédentes. Les équa- 
tions séculaires des moyens mouvemens des satellites n’al- 
tércnt point ces égalités. En vertu de l’action mutuelle 
de ces astres, ces équations se coordonnent de manière que 
l’équation séculaire du premier, plus deux fois celle du troi- 
sième, est égale à trois fois l’équation séculaire du second: 
leurs inégalités mêmes qui croissent avec lenteur, approchent 
d’autant plus de se coordonner ainsi, que leurs périodes 
sont plus longues. Cette libration , par laquelle les mou- 
vemens des trois premiers satellites se balancent dans 
l’espace , suivant les lois que nous venons d’énoncer, s’étend 
à leurs mouvemens de rotation, si comme les observations 
l’indiquent, ces mouvemens sont égaux à ceux de i-évolu- 
lion. L’attraction de Jupiter, en faisant alors participer les 
mouvemens de rotation des satellites, à leurs équations sé- 
culaires , coordonne ces mouvemens de manière que la ro- 
tation du premier, plus deux fois celle du troisième, est 
constamment égale à trois fois la rotation du second satel- 
lite. Ou peut observer ici une grande analogie entre la li- 
bration des satellites et la libration réelle de la lune, dont 
la théorie a été exposée dans le cinquième livre. On y a vu 
que l’attraction de la terre sur le sphéroïde lunaire , établit 
entre ses moyens mouvemens de rotation et de révolution 
une égalité rigoureuse, et que les deux arbitraires que cette 
égalité fait disparaître, sont remplacées par celles d’une* iné- 
galité qui forme la libration réelle. On a vu encore que 
l’équation séculaire du moyen mouvement de révolution , 
n’altère point cette égalité; l’action terrestre faisant parti- 
ciper à cette équation, le mouvement de rotation de la lune, 
lies orbes des satellites éprouvent des changemens ana- 
logues 
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logues aux grandes variations des o.bcs planétaires : leurs 
mouvemens sont pareillement assujétis à des équations sé- 
culaires semblables à celles de la lune. J'expose avec étendue, 
la théorie de toutes ces inégalités dont le développement 
observé fournit les données les plus avantageuses pour la 
détermination des masses des satellites et de fapplatissement 
de Jupiter. L’influence considérable de ce dernier élément 
sur les mouvemens des nœuds , fixe sa valeur avec plus de 
précision que les mesures directes. On trouve par ce moyen, 
le petit axe de Jupiter égal au diamètre de son équateur , 
multiplié par 0,9287; ce qui diffère très-peu du rapport de 
treize à quatorze, que donnent par un milieu, les mesures 
les plus précises de l’applatissement de cette planète. Cet 
accord est une nouvelle preuve que la pesanteur des satel- 
lites vers la planète principale, se compose des attractions 
de toutes ses molécules; comme nous l’avons trouvé dans 
le septième livre, pour la lune relativement à la terre. 

Quelle que soit la perfection de la théorie ; il reste à l’as- 
tronome une tâche immense à remplir, pour convertir en 
tables, les formules analytiques. Bouvard a d’abord réduit 
en nombres, les coefficiens de ces formules; mais dans cet 
état, elles renfermaient encore trente-une constantes indé- 
terminées , savojr , les vingt-quatre arbiti’aircs des douze 
•équations différentielles du mouvement des satellites, les 
masses» de ces astres, l’applatissement de Jupiter, l’inclinai- 
son de son équateur et la position de ses nœuds. Pour avoir 
les valeurs de toutes ces inconnues ; il fallait discuter un très- 
grand nombre d’éclipses de chaque satellite, et les combiner 
de la manière la plus propre à faire ressortir chaque élé- 
ment. Delambre a exécuté ce travail important avec le plus 
Megan, c^l. Tome IVi b 
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grand succès, et ses tables qui représentent les observations 
avec l’exactitude des observations mêmes, offrent au navi- 
gateur, un moyen siir et facile pour avoir sur- le- champ 
par les éclipses des satellites et surtout par celles du pre- 
mier, la longitude des lieux où il atterre. 

L’un des plus curieux résultats de ces recherches , est k 
connaissance des masses des satellites, connaissance que leur 
petitesse extrême et l’impossibilité de mesurer directement 
leurs diamètres, semblaient nous interdire. J’ai choisi pour 
cet objet , les données qui, dans l’état actuel de l’astronomie, 
7 n’ont paru les plus avantageuses ; et j’ai lieu dépenser que 
les valeurs des masses, auxquelles je suis parvenu, sont déjà 
fort approchées : on vérifiera ces valeurs , quand la suite des 
temps aura mieux fait connaître encore les variations sécu- 
laires des orbites. Voici maintenant les principaux élémens 
de la théorie de chaque satellite , qui résultent de la com- 
paraison de mes formules avec les observations. 

L’orbe du premier satellite se meut sur un plan fixe qui 
passe constamment entre l’écjuateur et l’orbite de Jupiter, 
par l’intersection mutuelle de ces deux derniers plans dont 
l’inclinaison respective est, suivant les observations, égale 
à 30,4352. L’inclinaison de ce plan fixe, sur l’équateur de 
Jupiter, n’est que de 20" par la théorie; elle est parconsé- 
quent insensible. L’inclinaison de l’orbe du satellite à son 
plan fixe, est pareillement insensible ; ainsi l’on peutconsidé- 
l’er le premier satellite en mouvement sur l’équateur meme 
de Jupiter. On n’a point reconnu d’excentricité propre à son 
orbe qui, seulement, participe un peu des excentricités 
des orbes du troisième et du quatrième satellite ; car en vertu 
de l’action mutuelle de tous ces corps, l’excentricité propre 
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à chaque orbe se répand sur les autres, mais plus faible- 
ment à mesure qu’ils sont plus éloignés. la seule inéga- 
lité sensible de ce satellite , est celle qui a pour argument 
le double de l’excès de la longitude moyenne du premier 
sur celle du second, et qui produit dans le retour des 
éclipses, l’inégalité de 4871,659: elle est une des données 
dont j’ai fait usage pour avoir les masses des satellites; et 
comme elle n’est due qu’à l’action du second , elle détermine 
la valeur de sa masse, avec beaucoup d’exactitude. 

Les éclipses du premier satellite ont fait découvrir la vi- 
tesse de la lumière , que depuis , le phénomène de l’aberration 
a mieux fait connaître. Dans l’état actuel de la théorie de 
ce satellite, et ses observations étant devenues très-nom- 
breuses ; il m’a paru qu’elles pouvaient déterminer ce 
phénomène, avec plus de précision encore que l’observa- 
tion directe. Dclambre a bien voulu entreprendre celte 
discussion, à ma prière, et il a trouvé pour l’aberra- 

tion entière, valeur exactement la meme que Bradley avait 
conclue d’un grand nombre d’observations très-délicates sur 
les étoiles. Il est satisfaisant de voir un accord aussi parfait 
entre des résultats tirés de méthodes si dilférentes. On peut 
facilement en conclure que la vitesse de la lumière, dans 
tout l’espace compris par l’orbe terrestre, est la même que 
sur la circonférence de* cet orbe, conséquence que l’on doit 
étendye à tout l’espace compris par l’orbe de Jupiter; car 
à raison de son excentricité, la variation des rayons vecteurs 
de cette planète, est très-sensible sur la durée des éclipses 
des satellites, et la discussion de ces éclipses prouve que 
son eflet est exactement le même que dans l’hypothèse du 
mouvement uniforme de la lumière. 

b 3 



\ïf PRÉFACE. 

L’orbe du second satellite se meut sur un plan fixe qui 
passe constamment entre l’cîquateur et l’orbite de Jupiter, 
par leur intersection mutuelle , et dont l’inclinaison à cet 
équaleur est de 201". I/orbe du satellite est incliné de 5152", 
à son plan fixe, et ses nœuds ont sur ce plan un mouvement 
tropique rétrograde dont la période est de : clic est 

une des données qui m’ont servi à déterminer les masses. 
L’observation n’a point fait connaître d’excentricité propre 
à l’orbe de ce satellite; mais il participe un peu des excen- 
tricités des orbes du troisième et du quati’ièmc. Scs deux 
inégalités principales dépendent des actions du premier et 
du troisième. Le rapport qu’ont entre elles les longitudes 
des trois premiers satellites, réunit ces inégalités, en une 
seule dont la période dans le retour des éclipses est de 
4871,659 , et dont la valeur est la troisième donnée que j’ai 
employée à la détermination des masses. 

L’orbe du troisième satellite se meut sur un plan fixe qui 
passe constamment entre l’équateur et l’orbite de Jupiter, 
par leur intersection mutuelle , et dont l’inclinaison sur cet 
équatcxir est de 931". L’orbe du satellite est incliné de 228^* 
à son plan fixe, et ses nœuds ont sur ce plan un mouvement 
tropique rétrograde dont la période est de 141*"“, 789. Les as- 
tronomes supposaient les orbes des trois premiers satellites en 
mouvement sur l’équateur même de Jupiter ; mais ils 
trouvaient une plus petite inclinaison à cet équateur sur 
l’orbite de la planète , par les éclipses du troisième, que par 
celles des deux autres. Cette différence dont ils ignoraient 
la cause, vient de ce que les orbes des satellites ne se meuvent 
point sur cet équateur, mais sur des plans divers et qui 
lui sont d’autant plus inclinés, que les satellites sont plus 
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éloignés de la planète. J’ai trouvé un résultat semblable pour 
la lune , dans le second chapitre du septième livre : c’est de 
là que dépend l’inégalité lunaire en latitude , dont la valeur 
déterminée par les observations , m’a donné l’ellipticité du 
sphéroïde terrestre , avec autant d’exactitude que les me- 
sures des degrés du méridien. 

L’excentricité de l’orbe du troisième satellite présente des 
anomalies singulières dont la théorie m’a fait eonnaître la 
cause. Elles dépendent de deux équations du centre , dis- 
tinctes. L’une, propre à cet orbe , se rapporte à un perijove 
dont le mouvement annuel et sydéral est de 29010* : l’autre 
que l’on peut considérer comme une émanation de l’équation 
du centre du quatrième satellite, se rapporte au perijove 
de ce dernier corps. Elle est une des données qui m’ont 
servi à déterminer les masses. Ces deux équations forment 
en se combinant, une équation du centre variable , et qui 
se rapporte à un perijove dont le mouvement n’est pas uni- 
forme. Elles coïncidaient et s’ajoutaient en 1682 , et leur 
somme s’élevait à 2468*. En 1777 , elles se retranchaient l’une 
de l’autre, et leur dififércncc n’était que de 949*. Wargentin 
essaya de représenter ces variations, au moyen de deux 
équations du centre ; mais n’ayant pas rapporté l’une d’elles 
au perijove du (fuatrièrae satellite , il fut contraint par les 
observations, d’abandonner son hypothèse, et il eut recours 
à celld d’une équation du centre variable, dont il déter- 
mina les changemens par les observations, ee qui le conduisit 
à-peu-près aux résultats que nous venons d’indiquer. 

Enfin , le quatrième satellite se meut sur un plan fixe 
incliné de 4647" à l’équateur de Jupiter, et qui passe jjar la 
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ligne des nœiids de cet équateur entre ce dernier plan et ce- 
lui de l’orbite de la planète. L’inclinaison de l’orbe du satellite 
à son plan fixe est de 2772*, et ses nœuds sur ce plan ont un 
mouvement tropique rétrograde dont la période est de 631 
ans. En vertu de ce mouvement, l’inclinaison de l’orbe du 
quatrième satellite sur l’orbite de Jupiter, varie sans cesse. 
Parvenue à son ? 7 nmmimi vers le milieu du dernier siècle, 
elle a été à-peu-près stationnaire et d’environ 2^,7, depuis 
1 680 jusqu’en 1 760, et dans cet intervalle, ses nœuds sur l’or- 
bite de Jupiter ont eu un mouvement annuel direct de 8' 
à-peu-près. Cette circonstance que l’observation a présentée, 
a été saisie par les astronomes qui l’ont employée long-temps 
avec succès dans les tables de ce satellite. Elle est une suite de 
mes formules qui donnent et l’inclinaison et le mouvement du 
nœud, à très-peu-près les mêmes que les astronomes avaient 
trouvés par la discussion des éclipses ; mais dans ces der- 
nières années , l’inclinaison de l’orbe a pris un accroissement 
très-sensible dont il eût été difficile de connaître la loi sans 
le secours de la théorie. Il est curieux de voir sortir ainsi de 
l’analyse, ces phénomènes singuliers que l’observation a fait 
entrevoir, mais qui résultant de la combinaison de plusieurs 
inégalités simples , sont trop compliqués pour que les astro- 
nomes en aient pu découvrir les lois. L’excentricité de l’orbe 
du quatrième satellite est beaucoup' plus grande que celles 
des autres orbites. Son perijove a un mouvement annuel 
direct de 7959": c’est la cinquième donnée dont j’ai fait usage 
pour déterminer les masses. 

Chaque orbe participe un peu du mouvement de tous 
les autres. Leurs plans fixes ne le sont pas rigoureusement: 
ils se meuvent très-lentement avec l’équateur et l’orbite de 
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Jupiter, en passant toujours par leur intersection mutuelle. 
Les inclinaisons de ces plans sur l’équateur de Jupiter va- 
rient sans cesse, proportionnellement à l’inclinaison de l’or- 
bite sur l’équateur de la planète. 

La théorie des satellites étant fondée sur les observations 
de leurs éclipses; il importe d’avoir l’expression de leur 
durée, en ayant égard à tout ce qui peut y influer, et prin- 
cipalement à l’ellipticité du sphéroïde de Jupiter. Je parviens 
à cette expression, en considérant généralement la figure 
de l’ombre que projette un corps opaque éclairé par un 
corps lumineux. On pourrait en conclure le'^ durées des 
éclipses des satellites, si ces astres s’éclipsaient au moment 
où leurs centres commencent à pénétrer dans l’ombre de 
la planète. Mais leurs disques, quoiqu’inappréciablespar eux- 
mêmes , le deviennent par le temps qu’ils mettent à dispa- 
raître dans les éclipses : leur grandeur jusqu’ici peu connue, 
leurs clartés difiérentes, les effets de la pénombre, et pro- 
bablement encore ceux de la réfraction de la lumière du 
soleil dans l’atmosphère de Jupiter; toutes ces causes cju’il 
est presque impossible d’évaluer, nous obligent de recourir 
aux observations, pour déterminer les durées moyennes des 
éclipses des satellites de Jupiter, dans les nœuds ou lorsque; 
leur latitude au-dessus de l’orbite de la planète est nulle. Ces 
•durées observées sont 9^1.26" pour le premier satellite; i I9.'5i'’ 
pour Je second; 14838” pour le troisième; enfin, 19780" 
pour le quatrième. 

Les observations de l’entrée et de la sortie des satellites 
et de leurs ombres sur le disque de .Jupiter, répandraient 
beaucoup de lumière sur la grandeur de leurs disques, et 
sur plusieurs autres élémens de la théorie des satellites. Ce 
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genre d’observations, trop négligé par les astronomes, me 
paraît devoir fixer leur attention ; car il semble que les 
contacts intérieurs des ombres doivent déterminer l’instant 
do la conjonction , avec plus d’exactitude encore cpie les 
éclipses. La théorie des satellites est maintenant assez avancée, 
pour que ce qui lui manque, ne puisse être déterminé que 
par des observations très-précises ; il devient donc néces- 
saû-e d’essayer de nouveaux moyens d’observation , ou du 
moins, de s’assurer que ceux dont on fait usage, mérileul la 
préférence. 

L’extrême difficulté des observations des satellites de 
Saturne, rend leur théorie si imparfaite, que Fon connaît 
à peine avec quelque pi'écision , leurs révolutions et leurs 
distances moyennes à cette planète ; il est donc inutile jus- 
qu’à présent de considérer leurs perturbations. Mais la po- 
sition de leurs orbes présent© un phénomène digne de 
l’attention des géomètres et des astronomes. Les orbes des 
six premiers satellites paraissent être dans le plan de l’an- 
neau, tandis que l’orbe du septième s’en écarte sensiblement. 
Il est naturel de penser que cela dépend dç l’action de Sa- 
turne qui , par son ellipticité , retient les six premiers orbes 
dans le plan de son équateur, comme il maintient dans ce 
même plan , l’anneau dont la planète est entourée. L’action 
du soleil tend à les en écarter; mais cet écart croissant très- 
rapidement et à-peu-près comme la cinquième puissance du 
rayon de l’orbe , il ne devient sensible que pour le dernier 
satellite. Les orbes des satellites de Saturne se meuvent , 
comme ceux de la lune et des satellites de Jupiter , sur des 
plans fixes qui passent constamment entre l’équateur et 
l’orbite de la planète par leur intersection mutuelle, et qui 

sont 
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sont d’autant plus inclinés ù cct équateur, que les salellites 
sont plus éloignés de Saturne. Cette inclinaison est considé- 
rable relativejuent au dernier satellite. Son orl)e est incliné 
lui-inênie au plan fixe qui lui correspond, et scs noeuds ont 
sur ce plan un mouvement l étrograde dont jVssaye de dé- 
terminer la valeur, en partant des observations déjà faites 
sur cet objet; mais ces observations étant fort incertaines , 
les résultats que je présente, ne peuvent être qu’une approxi- 
mal ion très-imparfaite. 

JN'ous sommes moins instruits encore à l’égard des satel- 
lites d’fJranus. Il paraît seulement, d’après les'observalions 
d’IIerschel, qu’ils se meuvent tous sur un même plan pres- 
que perpendiculaire à celui de l’orbite de la planète; ce qui 
indique évidemment une position semblable dans le plan 
de son équateur. Je fais voir que l’applatissement de la pla- 
nète, combiné avec l’action des satellites, peut maintenir 
à très-peu-près dans ce plan, leurs orbes divers. Voilà tout 
ce que l’on peut dire sur ces astres cjui, par leur jietitessc 
et leur éloignement, se refuseront toujours à des recherches 
plus étendues. 

La théorie des perturbations des comètes est l’objet du 
neuvième livre. La grandeur des excentricités et des incli- 
naisons de leurs orbites, ne permet pas d’appliquer à ces 
. astres, les formules relatives aux planètes et aux satellites. Il 
n’est jîas possible dans l’état actuel de l’analyse, de repré- 
senter leurs mouvemens, par des expressions analytiques 
qui embrassent un nombre indéfini de révolutions, et l’on 
est réduit à les déterminer par parties , et au moyen des 
quadratures. La méthode la plus simple pour y parvenir , 
est celle dont on est redevable à Lagrange, et qui consiste 
Mécan. cél. Tome IV, c 
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à regarder Porbite de la comète^ comme une ellipse sans 
cesse variable : chaque élément elliptique est alors ex- 
primé par riutégrale d’une fonction difTcrcntielle ^ et 
fanalysc offre divers moyens pour avoir cette intégrale , 
d'une maniéré très^approchée. Je présente ici ces fonctions 
ditrérentielles^ sous la forme qui m’a paru la plus commode^ 
et je donne un moyen très-exact de les intégrer par approxi- 
mation* JVirais bien désiré d’appliquer cette méthode au 
])i üchain retour de la comète de 1759; mais diverses occu- 
pations m’en ayant empeché, je inc borne à la développer 
avec assez d’étendue^ pour que l’on n’éprouve dans ses 
applications^ d’autres difficultés que celles des substitutions 
numériques. 

Je traite ensuite , par une analyse particulière ^ le cas 
d’une comète qui approche assez d’une planète, pour que 
son orliile en soit totalement changée : ce cas singulier mé- 
rite d’autant plus d’attention, qu’il parait avoir été celui de 
la première comète de 1770. On connaît les tentatives in- 
fructueuses des astronomes, pour assujétir les observations 
de cette comète aux lois du mouvement parabolique. Lexel 
reconnut enfin qu’elle avait décrit pendant son apparition, 
l’arc d’une ellipse correspondante à une révolution d’un 
peu plus de cinq ans et demi. Burkart, par une discussion 
approfondie des observations de çet^e comète, et des élé- 
mens elliptiques propres à les représenter, vient de confir- 
mer ce résultat remarquable. qui ne doit maintenant laisser 
aucun doute. Mais avec une révolution aqssi prompte, celte 
compte jurait du plusieurs fois reparaître : cepiçndant , ou 
ne Ta point observée avant X770, et depuis , on ne l’a point 
revue. Pour expliquer ce double phénomène , Lexel a re- 
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marqué qu’en 1767 et 1779, cette comète a passé fort près 
de Jupiter dont l’action a pu diminuer en 1767, sa dis- 
tance perihelie , au point de rendre la comète visible de 
la terre, en 1770, d’invisible qu’elle était auparavant; et par 
un effet contraire , celte action a pu en 1779, accroître sa 
distance jierihelie, de manière à rendre la comète doréna- 
vant invisible. Mais cette explication suppose que les élé- 
mens de l’orbite de la comète, déterminés par scs positions 
observées en 1770 , satisfont aux deux conditions précé- 
dentes, du moins en ne faisant à ces élémens, que des cor- 
rections très-légères , comprises dans les limites des altérations 
que l’attraction des planètes a pu y produire : c’est ce qui 
résulte de l’application de mes formules aux perturbations 
de la comète par l’action de Jupiter, t\ ces deux époques. 
La possibilité du double changement de la distance perihelie 
aux memes époques, étant ainsi établie; l’explication donnée 
par Lexcl devient très-vraisemblable. 

De toutes les comètes ot>servécs, la précédente est celle 
qui a le plus approché de la terre; elle a dû parconséquent 
en éprouver des altérations sensibles. Je trouve, en effet, 
que l’action de la terre a augmenté de deux jours sa révo- 
lution sydérale; mais la comète, en réagissant sur la terre, 
a dû pareillement altérer la durée de l’année sydérale : l’ana- 
. lyse fait voir qu’elle serait diminuée de la neuvième partie 
d’un.jour , si la masse de la comète égalait celle de la terre. 
Les recherches que Dclambre vient de faire, pour perfec- 
tionner les tables du soleil, ne permettent pas d’attribuer à 
l’action de la comète , une diminution de trois secondes dans 
cette durée ; nous sommes donc bien certains que la masse 
de la comète n’est pas la cinq-millième partie de celle de 

c 2 
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Ja terre. En general ^ la correspondance des ol3servations 
avec les rnouveniens des planètes et des satellites^ déterminés 
en n'ayant égard qu'à Faction mutuelle de ces corps ^ nous 
prouve que malgré le grand nombre de comètes qui tra- 
versent dans tous les sens le système planétaire^ leur attrac- 
tion a été jusqu’à présent insensible j ainsi leurs masses 
doivent être d’une petitesse extrême , et les astronomes 
iFont aucune raison de craindre qu’elles puissent nuire à 
rexactitude de leurs tables. 

Dans le dixième livre ^ je considère différens points rela- 
tifs au système du monde. Uun des plus intéressans par scs 
rapports avec l’attraction universelle et par son inüuence 
sur les observations célestes, est la théorie des réfractions 
astronomiques. L’air au travers duquel nous voyons les 
aslres, inllécliit leurs rayons suivant des lois qu’il imporle 
aux astronomes de bien connaître : elles dépendent de la 
constitution de l’atmosphère , et des variations qu’elle 
éprouve dans sa pression et dans sa clialeur. J’en ex]3osc 
avec étendue, l’analyse qui exige des artifices particuliers, 
lorsque Fastre est très-près de l’horizon. La réfraction de 
sa lumière dépend alors de la loi suivant laquelle la chaleur 
des couches atmosphéric|ues diminue, à mesure qu’elles sont 
plus élevées. La loi que je propose, réunit à l’avantage d’un 
calcul facile, celui de représenter à-la-fois les expériences sur 
la diminution de cette chaleur, et les observations dçs ré- 
fractions et des hauteurs du baromètre à diverses élévations. 
Heureusement, lorsque la hauteur des astres surpasse onze 
ou douze degrés ; la réfraction ne dépend plus que de l’état 
de r 'air dans le lieu de l’observateur, et cet état est indiqué 
par nos instrumens météorologiques. A températures égales. 
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le volume d’une meme quantité d’air est réciproque à la 
pression qu’il éprouve; mais pour avoir les variations de ce 
volume, qui répondent à celles d’un thermomètre mer- 
cure , il faut connaître exactement la correspondance de cet 
instrument avec un thermomètre à air. Gai-Imssac a lait 
sur cela, un grand nombre d’expéi-icnccs très-précises; il a 
mis un soin extrême à bien graduer ]dusicurs thermomètres 
de mercure et d’air , et surtout à bien dessécher les tubes 
de verre dont il a fait usage ; car hnir humidité dans les 
expériences des divers physiciens sur cet objet , est la cause 
principale de la différence de leurs résultats. Eh plongeant 
ensuite ces thermomètres dans un même liain d’eau , à la 
température de la glace fondante et à celle de l’eau bouil- 
lante; il a trouvé par un milieti entre un grand nombre de 
résultats coi’rigés de l’effet de la dilatation du verre, et des 
variations du baromètre pendant chaque expérience, qu’un 
volume d’air représenté par l’unité , au degré de la glace 
fondante , devenait 1,875 à la chaleur de l’eau bouillante 
sous une pression mesurée par la hauteur o"‘,76 du baro- 
mètre. Tobic Mayer, physicien aussi exact que grand astro- 
nome , avait trouvé par des expériences dont il garantit 
l’exactitude, que par le même accroissement de tempéra- 
ture, le volume i se change dans i, 38 o; ce qui diffère très- 
peu du résultat précédât avec lequel les expériences de 
Dalton^sont parfaitement d’accord. Pour avoir la marche 
correspondante de deux thermomètres d’air et de mercure, 
Gai-Lussac a divisé exactement en deux parties égales, les 
volumes que ces deux fluides remplissaient dans chaque 
thermomètre, depuis le degré de la glace fondante jusqu’à 
celui de l’ébullition de l’eau , ce qui lui a donné le degré 5o 
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de chaque ihermomèlre. En les plongeant dans un bain 
d’eau ^ élevé à celte température , il a observé qne leurs 
difTéi eiices étaient toujours extrêmement petites et alterna- 
tivement de signe contraire , ensorte que la différence 
moyenne déterminée par vingt expériences , a été insen- 
sible ; d’où l’on doit conclure que depuis zéro jusqu’à la 
chaleur de l’eau bouillante , la marclie des deux thermo- 
mètres est à très-peu-près la même. Ces résultats sufliscnt 
à la théorie des réfractions, dans laquelle on n’a besoin que 
de connaître k densité de l’air, correspondante aux indi- 
cations du baromètre et du thermomètre. Mais dans la 
tliéorie de la clialcur, il est nécessaire d’apprécier les degrés 
réels de ehalcur , indiqués par ceux du thermomètre à mer- 
cure, et c’est ce que les expériences dont je viens de parler, 
domiei’aient avec beaucoup d’exactitude, si les accroissemens 
delà chaleur d’une masse d’air, soumise à une pression cons- 
tante , étaient proportionnels à ceux de son volume. Or cette 
hypothèse est au moins três-vraisemblable;carsi l’on conçoit 
que le volume d’air restaiit toujours le mônie, sa tempéra- 
ture augmente ; il est très-naturel de penser c[ue sa force élas- 
tique dont la chaleur est la cause, augmentera dans le meme 
rapport. En le soumettant dans ce nouvel état, à la pression 
qu’il éprouvait dans le prenher ; son volume croîtra comme 
sa force élastique, et parconséqqeub comme sa température. 
Le thermomètre à air me paraît donc indiquer exactement 
les variations 4û la chaleqrj mais, sa construction étant dif- 
ficile, il suffit d’avoir comparé par des expériences précises , 
sa marche avec celle du thermomètre à mercure. 

Jusqu’à présent on n’a point fait usage des indications de 
l’hygromèlre , dans le calcul des réfractions : il serait à de- 
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sirer que l’on déterminât par des expériences directes, l’in- 
üuence de l’humidité de laîr sur ces phénomènes. J’essaye 
d’y suppléer, en supposant que les forces réfringentes de 
l’eau et de sa vapeur, sont proportionnelles à leurs den- 
sités respectives. Dans cette hypothèse vraisemblable , la 
force réfringente de cette vapeur surpasse celle de l’air de 
môme densité; mais comme à pressions égales, l’air surpasse 
en densité la vapeur aqueuse, il en résulte que la réfraction 
duc à cette vapeur répandue dans l’atmosphère, est à-peu- 
près la même que celle de l’air dont elle occupe la place, 
ensorte que felfet de fhumidité de l’air sur leS réfractions 
est presqu’insensiblc. C’est ce que confirment quelques ob- 
servations de hauteurs méridiennes du soleil vu à travers 
des nuages qui laissaient appcrcevoir distinctement scs bords: 
la réfraction de sa lumière n’a point paru changée par cettê 
circonstance. 

On sait que l’air est un mélange des deux gaz azote et 
oxigène. Il est vraisemblable que la force réfringente n’est 
pas la môme pour chacun d’eux , et qu’ainsi celle de l’at- 
mosphère changerait, si la proportion de ces gaz venait à 
s’altérer. Mais il suit des expériences nombreuses et très- 
précises d’Humbolt et de Gai-Lussac, que cette proportion 
reste toujours à très-peu-près constante à la surface de la 
terre, et Gai-Eussac ét/tnt allé dans un ballon, recueillir de 
l’air atmosphérique à plus de six mille ciïiq cents mètres de 
hauteur, l’analyse de cet air lui a donné entre ces deux gaz, 
le même rapport qui a lieu à la surface de la terre. 

Ija force réfringente de l’atmosphère peut être détermi- 
née, soit par des expériences directes sur la réfraction de 
l’air, soit par les observations astronomiques. I-e grand 
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notnljrc et l’exactitude de ces observations m’a fait préférer ce 
dernier moyeu, et j’en ai conclu, pour avoir les réfractions 
au-dessus de douze degrés de hauteur apparente, une formule 
que je crois très-exacte, du moins si la foi’ce réfraclive de 
l’air est en raison de sa densité, et si sa température cl son 
humidité n’ont point sur elle d’influence sensible, trois 
choses qu’il importe de vérifier par un grand nombre d’ob- 
servations et d’expériences. Le moyen qui me semble le 
plus propre à cet objet, consiste à observer dans les grands 
froids et dans les fortes chaleurs, dans les grandes hauteurs 
et dans les rfbaissemens extrêmes du baromètre, les hauteurs 
méridiennes de quelques étoiles qui ne s’élèvent que de 
douze ou quinze degrés sur l’horizon. On a commencé 
dans cette vue, à l’Observatoire de Paris, une suite d’ob- 
servations que l’on se propose de continuer pendant un 
grand nombre d’années. La théorie suppose encore la 
densité constante dans une même couche d’air concen- 
trique à la terre, et il est possible que les vents et d’autres 
causes y produisent des variations de densité qu’il est im- 
possible de connaître, et qui cependant doivent influer sur 
les réfractions : c’est è cela que l’on doit principalement attri- 
buer les petites différences que présentent les observations 
d’un même astre, en différens jours. Quelque perfection 
que l’on donne aux instrumens dtustronomie, cette cause 
d’erreur sera toujours un obstacle ù l’extrême précision des 
observations. 

Les recherches précédentes, fondées sur la constitution 
de l’atmosphère, m’ont conduit à une formule très-simple 
pour mesurer la hauteur des montagnes par le baromètre , 
formule dans laquelle j’ai eu égard aux variations de la pe- 
santeur. 
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santeur, dues a la diflercnce des latitudes et des éldvalions 
au-dessus du niveau des mers. J’aurais bien désiré pouvoir 
y introduire les indications de l’hygromètre', mais nous man- 
quons d’expériences suffisantes pour cet objet. Ramond a 
déterminé avec beaucoup d’exactitude, le coefficient principal 
de cette formule, au moyen des observations nombreuses 
et précises du baromètre, qu’il a faites sur plusieurs mon- 
tagnes dont la hauteur est bien connue. 

L’atmosphère éteint en partie les rayons de lumière , 
qui la traversent. .Je détermine la loi de celte extinction 
qui doit pareillement avoir lieu dans l’atmosphere du Soleil. 
Il résulte de mes formules comparées à une expérience cu- 
rieuse de Bouguer, sur l’intensité de la lumière des divers 
points du disque solaire, que cet astre dépouillé de sou 
atmosphère nous paraîtrait douze fois plus lumineux. 

L’un des principaux arguincns que l’on opposa au mou- 
vement de la terre, fut la difficulté de concilier ce mouve- 
ment avec celui des coi'ps terrestres détachés de sa surface 
et abandonnés à eux-mêmes. Dans l’ignorance des lois de 
la mécanique, on était porté à croire que le spectateur de- 
vait s’en éloigner avec toute la vitesse due au mouve- 
ment de rotation de la terre et à sa translation autour 

du soleil. La connaissance de ces lois ne laisse maintenant 

# 

aucun nuage sur cet ob*etj mais elles font voir que l’effet 
de la rotation de la terre sur le mouvement des projectiles, 
quoique très-peu sensible , peut le devenir par des expé- 
riences propres à le manifester. J’en expose ici l’analyse 
qui s’accorde avec les expériences que l’on a déjà faites 
pour reconnaître le mouvement diurne de la terre, dans 
la chute des corps qui tombent d’une grande hauteur. 

MicAN. cÉL. Tome IV. d 
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Apres avoir examiné plusieurs cas dans lesquels le mou- 
vement d\in système de corps qui s’attirent, peut être exac- 
tement déterminé j je reprends Ja théorie des équations sé- 
culaires dues à la résistance d’un fluide éthéré répandu au- 
tour du soleil, théorie que j’ai déjà considérée à la fin du 
septième livre, mais que j’étends ici à un temps illimité. 
Cette résistance aurait lieu dans la nature, si la lumière so- 
laire consistait dans les vibrations d^un semblable fluide. Si 
elle est une émanation du soleil; son impulsion sur les pla- 
nètes et sur la lune, en se combinant avec les vitesses de ces 
astres, produit dans leurs moyens mouvemensune accéléra- 
tion dont je donne l’expression analytique; mais cet effet est 
détruit par la diminution de la masse du soleil, qui doit 
avoir lieu dans cette hypothèse. Alors la force attractive 
de cet astre diminuant sans cesse, les orbes des planètes se 
dilatent de plus en plus, et leurs moiivemens se ralentissent 
incomparablement plus qu’ils ne s^accélèrent par l’impulsion 
delà lumière. Les observations n’indiquant aucune variation 
dans le moyen mouvement de la terre ; j’en conclus , que 
le soleil, depuis deux mille ans, n’a pas perdu la deux-mil- 
lionième partie de sa substance; 2°. que l’effet de l’impulsion 
de la lumière sur l’équation séculaire de la lune est insensible. 
L’analyse de cet eflet, s’applique à la gravité considéi’ée 
comme produite par l’impulsion d^un fluide gravifique mu 
avec une extrême rapidité vers le corps attirant. H en ré- 
sulte que pour satisfaire aux phénomènes, il faut supposer 
à ce fluide, une vitesse excessive et cent millions de fois au 
moins plus grande que celle de la lumière. Cette vitesse 
serait infinie, dans les hypothèses admises par les géomètres, 
sur l’action de la gravité; ces hypothèses peuvent donc être 
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employées sans crainte d’erreur sensible. Nous observerons 
ici que ces diverses causes d’altération dans les moyens moii- 
vemens des planètes et des satellites, n’en produisent aucune 
dans la position de leurs absides; et comme il est constant 
par les observations, que le mouvement du périgée lunaire 
est assujéli à une équation séculaire très-sensible, on doit 
en conclure c[ue ce n’est point à la résistance ni è l’impul- 
sion d’un fluide, qu’il fiiut attribuer les équations séculaires 
de la lune. Nous en avons développé dans le septième livre, 
les lois et la véritable cause. 

Enfin, je termine ce volume par un supplément aux. 
théories de la lune et des planètes. Jupiter, Saturne et 
Uranus forment un système à part, sur lequel les planètes 
inférieures n’ont point d’influence sensible, mais qui, par 
l’action mutuelle de ces trois corps, est soumis à de grandes 
inégalités que j’ai développées dans le sixicme livre. La dé- 
couverte de CCS inégalités a donné au.x tables de Jupiter 
et de Saturne, une précision inespérée. Pour les perfection- 
ner ejicore, Bouvard a discuté de nouveau et avec le plus 
grand soin, toutes les oppositions de ces demx planètes, 
depuis Bradley jusqu’à nous, observées à Grcenvich et à 
Paris, au moyen de grandes lunettes méridiennes et dos 
meilleurs quarts de cercle. De mon côté, j’ai revu leur tliéo- 
. rie avec une attention'particulière, et cela m’a conduit à 
quelques inégalités nouvelles qui ont sensiblement rappro- 
ché mes formules , des observations. Ces formules réduites 
en tables par Bouvard, représentent avec une exactitude 
remarquable, les observations modernes, celles deFlamsteed, 
de Ticho, et meme des Arabes et des Grecs, et les obser- 
vations caldéennes que Ptoléméc nous a transmises dans son 

d2 
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Almageste. Cette précision singulière avec laquelle Jupiter 
et Saturne ont obéi depuis les temps les plus reculés^ aux 
lois de leur action mutuelle , nous prouve que l’influence 
des causes étrangères au système planétaire est insensible* 
I/un des principaux avantages de ces nouvelles recherches , 
est la connaissance précise de la masse de Saturne , dont la 
valeur est fixée par ce moyen^, beaucoup mieux que par les 
élongations des satellites. Les inégalités produites parUranus 
sont trop peu considérables, pour en conclure la valeur de 
sa masse : celle que j’ai adoptée dans le sixième livre me 
paraît répondre assez bien aux observations. 

Il ne me reste plus, pour remplir l’engagement que 
j^ai contracté au commencement de cet Ouvrage, qu’A 
donner une notice historique des travaux des géomètres 
et des astronomes sur le système du monde : ce sera Tobjet 
de l’onzième et dernier livre.. 



TABLE DES MATIERES 


CONTENUES DANS LE QUATRIÈME VOLUME. 


THÉORIES PARTICULIÈRES DES MOUVEMENS CÉLESTES. 


LIVRE Y 1 1 L 


TIIJLORIE DES SATELLITES DE JUPITER, DE SATURNE ET d'uRÀNUS. 


Objet de ccttc théorie * 

CH AP. T. Equations du mouveiYient des saiellltes de Jupiter , 
en ajant égard à leurs actions réciproques > à Pattraction du so- 
leil et à celle du sphéroïde applati de Jupiter. . pag. 2, 7, , 2 

CHAP, II. Des inégalités du mouvement des satellites de Jupi» 
1 er y Indépendantes des excentricités et des inclinaisons des 
orbites pûgo 8 

Développement des équations du mouvement de ces satellites. Expressions analy- 
tiques des perturbations de leurs rayons vecteurs et de leurs longitudes. L'action 
du soleil y introduit une inégalité analogue à la variation dans la théorie de la 

lune n° 3 

Recherche de termes qui peuvent acquérir , dans ces expressions , des valeurs 
considérables par les diviseurs que l’intégration leur donne et qui deviennent 
fort petits, en vertu des rapports presque commensurables des moyens mou- 
vemens des trois premiers satellites. Nécessité de conserver dan.s ces petits 
diviseurs , les termes dépendans du produit de la partie constante de la force 
perturbatrice par la variation du rayon vecteur; ce produit ayant sur leur 
valeur une influence sensible ri° 4 

ElFet des termes de ce genre sur les retours des éclipses des trois premiers satellites. 



XXX 


TABLE DES MATIÈRES 
Les inégalités qu’ils y introduisent dépendent toutes d’un même angle , et leur 
période commune est de résultat conforme aux observations. . n® 5 

CIIAP. ITT. Des Inégalités du moiwement des satellites dépen-^ 
dantes des excentricités des orbites 

Expressions des diverses équations du centre des satellites, et des mouvemens de 

leurs absides G 

Recherche des ternie^ qui peuvent devenir sensibles par reflet des petits diviseurs 
que l’intégration leur donne, quoiqu’ils soient multipliés par les valeurs fort 

petites des excentricités 7 

L’action du soleil produit aussi dans le mouvement des satellites des inégalités 
sensibles, quoique pareillement dépendantes des excentricités. Expression de ces 
inégalités. Celle qui affecte la longitude est composée de deux parties analogues 
à reVect/on et à Véquatioii annuelle dans la théorie de la lune 11^ 8 


CH AP. Des inégalités du monvenient 

latitude 


des satellites 
P^'îge 


en 

32 


Expression analytique de la latitude des satellites et du mouvement de leurs noeuds. 11° 9 
La partie de cette expression qui dépend du déplacement de l’équateur et de l’or- 
bite de Jupiter , représente la latitude qu’aurait chaque satellite , s’il se mouvait 
sur un plan intermédiaire entre l’équateur et l’orbite de Jupiter, et mené par 
leur commune intersection. Cet effet est analogue à celui que la terre produit 
sur la lune, comme on 1 a vu dans le n® 20 du livre VIII *, mais il e^t beaucoup 

plus sensible. Détermination de sa valeur jo 

Recherche des termes qui acquiérent de très-petits di^isellrs par l’intégration dans 
l’expression de la latitude, en veitu des valeurs presque commerisurables des 
moyens mouvemens des trois premiers satellites. E^aluationde leurinfluence, n® 1 1 


CH AP. V . Des inégalités dépendantes des carrés et des produits 
des cxcentt Lcites cl des inclinaisons des orbites , .... péigc 5o 

Calcul de ces inégalités. Il suffit d’y tenir compte des inégalités à longues pé- 



Les ternies qui deviennent les plus considérables dans les équations séculaires des 
satellites , sont ceux qui dépendent des variations séculah'es de l’équateur et de 
1 orbite de Jupiter, et du mouvement des nœuds du quatrième satellite. Ils sont 
analogues à ceux qui produisent l’équation séculaire de la lune , et l’équation 
du nioiuement de la lune dépendante de la longitude de ses nœuds. Calcul de 
CCS termes n® i3 


CIIAP. VI. Des inégalités dépendantes du carré de la force 
perturbatrice page Sij 

La plus remarquable de ces inégalités a déjà été discutée sous sa forme générale. 



DE LA SECONDE PARTIE. xxsj 

dans le n® 66 du second livre : elle tienlsà ce que, dans l’origine , la longitude 
moyenne du premier satellite moins trois fois celle du second , plus deux fois 
celle du troisième , a formé une somme à-peu-près égale à la demi-circonlc- 
rence ; rapport qui a été rendu exact ensuite par l’action mutuelle de ces trois 
corps. Développement de cette théorie par une méthode différente de celle qui 
a été employée dans le livre II. Il en résulte , comme on l’a vu alors, que les» 
moyens moiivemens des trois premiers satellites sont assujétis à une sorte de 
libration qu’il importe aux astronomes de bien connaître, et dont on doit fixer 
l’étendue par les observations : jusqu’ici elle a paru insensible. Le rapport qui 
existe entre le moyen mouvement des trois premiers satellites, subî^istera cons- 
tamment dans la suite des siècles; et les deux inégalités du premier, causées 
par l’attraction du second et du troisième , réunies par ce rapport, ne pourront 

jamais se séparer 14, J 5 

Les rapports des moyens mouvemens des trois premiers satellites modifient leurs 
inégalités à longues périodes. Ces rapports ne sont point changés par leurs inéga- 
lités séculaires qui se coordonnent toujours de manière à y i^tisfaire. . . n® 16 
Les rapports des moyens mouvemens des trois premiers satellites ont une influence 
sensible sur les variations de leurs excentricités et de leurs ])erijoves. Examen 
de cette influehce et des termes qu’elle produit. Les inclinaisons et les nœuds 

des orbites n’en reçoivent aucun changement 17 

Le carré des termes dus à ces rapports peut devenir sensible dans 1 expression de 

la longitude 

Le carré de la force perturbati ice n’introduil aucun terme sensible dans l’équation 
séculaire des satellites de Jupiter, ni dans celle de la lune n® 13 

CIIAP. VI. Valeurs numériques des inégalités précédentes 




Klémens des orbites des satellites, \alcurs numériques des coefliciens des inéga- 
lités n" 9. 0 

Expressions numériques des inégalités du rayon vecteur et de la longitude, indé- 
pendantes des excentricités et des inclinaisons n® ui 

Expressions numériques des inégalités dépendantes des excentricités 11° 22 

Jéxpressions numériques des inégalités des satellites en latitude 11° ^3 

Expressions numériques des inégalités dépendantes du carré des excentricités et 

des inclinaisons dei> orbites ^4 

» Expressions numériques des inégalités dépendantes du carré de la force pertur- 
batrice n^ 2 0 

» 

CH AP. VIT. Ve la durée des éclipses des sut cil lies . . page io5 


Formule'; générales pour déterminer l’ombre projetée par un corps opaque de 
figure quelconque. Première application de cette formule àl ombre projetée par 
Jupiter .supposé sphérique. Deuxième application, en ayant égard à son ellip- 
ticité *. équation de son ombre et de sa pénombre, (..aïeul de lare décrit pai le» 
satellites en les traversant. Formules pour déterminer la durée de 1 éclipse, n® 2*» 
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CHAP. VITI. Détermination des masses des satellites et de Vap* 
platis s ement de Jupiter page 121 

Il faut pour déterminer ces quantités , cinq données de l’observation. Choix des 
données les plus propres à cet objet, dans l’état actuel de l’astronomie. Valeurs 
des masses des satellites et de l’applatissement de Jupiter, qui en résultent. Le 
rapport des deux axes des pôles et de Téquateur de cette planète , est déter- 
miné par ce moyen, avec plus de précision que par les mesures directes ; il 
s’accorde avec elles, et prouve ainsi que la pesanteur des satellites vers Jupiter, 


se compose des attractions de toutes les molécules de la planète n° 27 

CHAP. TX. Des excentricités et des inclinaisons des orbes des 
satellites 1^7 

Formation et résolution des équations qui déterminent les excentricités de ces orbes 


et le mouvement de leurs perijoves. La grande influence de l’applatissement de 
Jupiter sur ces élémens , donne à chaque orbe une excentricité qui lui est propre ; 
mais il participe des excentricités des autres orbes 

Foiniation et résolution des équations qui déterminent les inclinaisons des orbes 
des satellites, et le ntouvement de leurs nœuds. La grande influence de l’appla- 
tissement de Jupiter sur ces élémens, donne à chaque orbe une inclinaison qui 
lui est propre ; mais il participe des inclinaisons des autres orbes. Ils se meuvent 
tous sur des plans d’autant plus inclinés à l’équateur de Jupiter, que le satellite 
est plus éloigné de la planète. Ces plans passent constamment entre l’équateur 
et l’orbite de la planète, par l’intersection mutuelle de ces deux derniers plans. 
Calcul des inclinaisons de tous ces plans à l’équateur de Jupiter n® a8 

CEI A P. X. De la libration des trois premiers satellites de 
Jupiter page i55 

Les longitudes moyennes des trois premiers satellites sont assujéties à ce théorème \ 
savoir , que la longitude du premier , moins trois fois celle du second , plus deux 
fois celle du troisième , est exactement et constamment égale à la demi-circon- 
férence : si ce théorème n était pas rigoureux ; en moins de deux années les longi- 
tudes s’en écarteraient du quart de la circonférence. Les observations des éclipses 
satisfont à ce théorème , avec l’exactitude dont elles sont susceptibles. Raison 
pour laquelle elles pourraient paraître s’erf écarter un peu. La libration des trois 
aatellites ée partage entre chacun d’eux , suivant un rapport dépendant des 


masses et des distances. Calcul de ce rapport n® 29 

CHAP. XL Théorie du quatrième satellite page i58 


détermination de son mouvement en longitude. Détermination de son mouvement 
QQ latitude au'-dessus de l’orbite de Jupiter. Les astronomes avaient reconnu 

par 
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par les observations, que depuis la découverte des satellites jusques vers 176*0, 
1 inclinaison de l’orbe des satellites sur l'orbite de Jupiter avait été à-peu-près 
de 2®, 7, et que le mouvement de ses nœuds avait été direct et de 8' environ pur 
année. Ces résultats de l’observation sont une conséquence de nos formules ; 
mais dans ces dernières années , l’inclinaison a pris un accroissement considé- 
rable , qui ne permet plus d'employer ces résultats dans les tables. Formules 
de la durée de ses éclipses n® 3o 


CHAP. XII. Théorie du troisième satellite page i 5 i 

Détermination de son mouvement en longitude. Il a une excentricité qui lui est 
propre, et il participe très-sensiblement de celle du quatrième satellite ; ce qui 
introduit dans son mouvement, deux équations de centre très-distinctes , dt>nt 
lune se rapporte à son propre périjove, et l’autre au périjove du quatrième 
satellite. De là résulte une équation du centre composée , et dont rexcentricito 
est variable. Wargentin avait remarqué par les observations \:ette excentricité 
variable, mais sans reconnaître la loi de scs variations. 

Détermination du mouvement du satellite en latitude. Formule de la durée de ses 
éclipses 3, 

• 

CHAP. XIII. Théorie du second satellile 


Détermination de 
de ses éclipses. 


ses mouvemens en longitude et en latitude. Formule de la duré© 
n® 3 a 


CHAP. XIV. Théorie du premier satellite 

Détermination de ses mouvemens en longitude et en latitude. Formule de la duré© 
de ses éclipses n® 33 


CHAP. XV. De la durée des éclipses des satellites , . page 169 

Formules de la durée des éclipses, eu supposant que les satellites s’éclipsent au 
moment de l’immei^ion de leurs centres dans l'ombre de Jupiter. Compaiaison 


de cette durée avec les obselvatiohs - n®. 34 

CHAP. XVI. Des satellites de Saturne ^7^ 


On n a point encore observé les inégalités du mouvement: de ces corps. Le seul 
phénomène remarquable qu’ils présentent, est la pobition constante de leurs 
orbites dans le plan de l’anneau , à l’exception de la dernière qui s’en écarte 
sensiblement. Explication de ce phénomène. Il tient à ce que l’orbe du dernier 
satellite se meut sur un plan passant entre l’équateur et l’orbite de saturne pai; 

Megan, gel. Tome IV. 
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leur intersection mutuelle , et qui est très-sensiblement incliné à cet éqnatenr. 

Détermination analytique et numérique du mouvement de l’orbe du satellite 


sur ce plan n*** 35 , 3G et 3/ 

CH AP. XVII. T>€S satellites d'XJranus 190. 

L’action mutuelle de la planète et de ses satellites peut maintenir dans le plan 
de son équateur, les orbes des salelliteg n® 38* 
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LIVRE IX. 

THÉORIE DES COMETES, 

Difficultés de cette théorie. Les grandes excentricités des orbites des comètes, 
et leurs inclinaisons considérables, ne permettent pas d’appliquer à leurs per- 
turbations les formules qui servent pour les planètes. Il faut calculer ces per- 
turbations de distance en distance , pour les différentes portions de l’orbite , 


en se bornant à chaque fois à une étendue peu considérable ^.9^ 

CHAP. !• Théorie des perturbations des comètes ,,, 194 

Equations générales de l’orbite troublée n® i 


On peut satisfaire à ces équations par des formules analytiqiiies qui embrassent 
un grand arc des orbites, lorsque le rayon vecteur de la comète est très-petit ou 
très-grand, par rapport à celui de la planète perturbatrice. Dans le premier 
cas, l’action perturbatrice devient insensible et peut être négligée; dans le 
second cas, la comète se meut à fort peu-près dans une ellipse autour du 

centre commun de gravité de la planète et du soleil n® 2 

Formules générales pour déterminer les perturbations des élémens de la comète. 

n® 3 

Formule pour déterminer la difféience de scs retours con.sécutifs au périhélie. 

n® 4 

[Moyen d’obtenir les valeurs numériques des perturbations des élémens, en fai- 
sant usage àes fonctions f^cneratrices. Exposé de cette théorie n® 5 

Réllexions sur l’usage de ces formules et sur la manière d’en varier l’application 

aux différentes portions de l’orbite n® G 

Expiessions analytiques et générales des perturbations, dans le cas où la planète 

perturbatrice est très-éloignée n®' 7 et 8 

Manière dont il faut employer ces formule.s, en les appliquant à une comète, 
par exemple, a celle de 1769 u’ 9 

CITAP. II. Des^ perturbations que les comètes éproiwent lors^ 
qu'elles approchent ilès-près des comètes 

On peut alors supposer à la planète , une sphère d’attraction dans laquelle elle 
inlluc seule sur le mouvement relatif de la comète , et hors de laquelle son mou- 
vement ne dépend plus que de l’action du soleil 10 

Développement de cette hypothèse , et détermination des élémens de l’orbite de 

la comète, lorsqu’elle sort de la .sphère d’atiraclion de la planète n® 11 

Moyen plus simple d’arriver à ces valeurs, quand les perturbations ne sont pas 

considérables n® 13 


e 2 
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Application de ces résultati à la comète de 1770. L’attraction de Jupiter a pu 
changer son orbite en 17G7, de manière à rendre la comète visible en 1770, 
d’invisible qu’elle était auparavant. Cette attraction a pu , en 1779 » changer 
cette orbite, de manière à rendre la comète dorénavant invisible. Calcul des 
perturbations que sa révolution sydérale a éprouvées de la part de la terre . . n® i3 

CHAP. ITT. De V action des comètes sur les planètes et de leurs 
jnasses ^^9 

La comète de ijjo ^ qui est celle qui a le plus approché de la terre , n’ayant pas 
changé sensiblement l’année sydérale; il s’ensuit que sa masse était foit petite 
et au'-dessous de de celle de la terre. On arrive à la même conséquence, 
en considérant que cette comète a traversé tout le système des satellites de 
Jupiter , sans causer d’altérations sensibles dans leurs mouyeniens. Réflexions 
générales tendantes à prouver que les masses des comètes sont toutes extrê- 
mement petites , ensorte que la stabilité du système planétaire n’est point troublée 
par leur action u? 14 
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LIVRE X. 

SUR DIFFKRENS POINTS RELATIFS AU SYSTEME DU MONDE. 

en AP. I. Des réfractions astronomiques P^ge 25 1 

L(juation dlfTérentielle du mouvement de la lumière dans les airs , en supposant 
toutes les couches de ratiiiosphère sphériques, et de densités variables suivant 

une fonction de leur hauteur ri° i 

Recherche de la réfraction que la lumière éprouve par laltraction différente des 
milieux qu’elle traverse. Il en résulte que le sinus d’incidence est au sinus de 
réfraction , en raison constante dépendante de la nature des milieux. La réfraction 
se change en réflexion au-delà d’un certain degré d’obliquité. Lorsque les milieux 
successifs sont terminés par des faces planes et parallèles , la vitesse de la lumière 
et sa direction sont à chaque instant les mêmes que si elle pénétrait immédiate- 
ment dans chacun d’eux n* a 

Application de ces résultats aux attractions successives que les différentes couches 
d(; l’atmosphère exercent sur les molécules lumineuse* qui les traversent. Équation 

différentielle du mouvement de la lumière n® 5 

Intcgratioj} de cette équation différentielle. Pour l’effectuer généralement, il faut 
connaître la loi suivant laquelle la densité des couches de l’atmosphère diminue 
lorsque leur hauteur augmente. Les deux limites de cette loi sont une densité 
constante , et une densité décroissante en progression géométiique pour des 
hauteurs équidifférentes. Examen des réfractions dans ces deux cas. Le premier 

donne une réfraction beaucoup trop faible n'* 4 

La seconde hypothèse suppose une température uniforme dans toute fétendue de 
l’atmosphère. Intégration de l’équation dilférentielle dans cette supposition , et 
réduction de l’intégrale en fraction continue, par la méthode des fonctions 
génératrices. Il en résulte une réfraction trop forte , et parconséquent cette 
hypothèse ne peut être admise ; ce qui est conforme aux observations sur la 

chaleur décroissante de l’atmosphère, à mesure qu’on s’élève n° 5 

Intégration de l’équatidh différentielle, en supposant que la densité des couches 
* atmosphériques décroît en progression arithmétique , quand les hauteurs suivent 
une procession semblable. Cette supposition donne une réfraction trop petite ; 
d’ailleurs elle ne satisfait point au décroissement de la chaleur de l’air ; cependant 
elle s’en rapproche plus que l’hypothèse d’une densité constante. La vraie 
constitution de l’atmosphère est donc intermédiaire entre ces deux supposition». 

n® 6* 

Intégration de l’équation différentielle dans une hypothèse composée des deux 
précédentes. Les formules qui en résultent pour les réfractions et le décrois- 
«eraent de la chaleur de l’air, s’accordent avec les phénomènes observés. . n® 7 
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Formule ([m donne les réfractions astronomiques , pour toutes les hauteurs qui 
surpassent 12'". A ces hauteurs, la réfraction ne dépend plus que de l’état du 

baromètre et du thernioinètre , dans le lieu où se fait l’observation n* < 

Discussion des élcinens qui entrent dans cette formule , et qui sont, les variatio'" 
de densité de l’air par les variations de sa pression et de sa chaleur , la réfracth ' 
de l’air atmosplierique p:)ur une température et une pression données. Yaleu»> 

ie^ ])lus exactes de ces démens n® 9 

Examen de riiifluenct* que peut avoir l’humidité de l’air sur les réfractions. Théoriè 
do l’évaporation. Formule qui représente les variations de la force élastique des 
vapeurs , corre^p()ndante^ aux changemens de température. L’influence de la 
vapeur d’eau .sur la force réfractive de l’air est presque insensible, pareeque 
l’excès de .sa force réfractive sur celle de Fair, est à-fort-peu-près compensé par 


SSL plus petite densité n® lo 

ClIAP. II* Des réfractions terrestres ^77 


Définition de cos réfractions, et détermination des formules qui les expriment. ,n® 1 1 

CIIAP. ITI. De V extinction de la lumière des astres dans 
t atmosphère ^ et de V atmosphère du soleil 

Formules qui donnent cette extinction pour les dilTérentes mcliriais( ns du rayon 
lumineux à l’horizon. On peut dans cos lorniules employer , sans erreur sen- 
sible, l’hypotlièse d’une température uniforme ; aloivS lii.s logarithme.'? dos inten- 
sités de la lumière sont comme les refiacti<ins aslronnmiqucs , divisées par les 
cosinus des liauteurs apparentes 11® la 

Calcul do la hauteur de l’atmosphère molaire , en partant des expériences de Bouguer 
sur les differentes intensités de la lumière de cet astre, vers ses bords et â son 
centre. D etermination de l’alfaiblissemerit que la lumière du soleil éprouve 
en traversant ratmosphère de cet astre ; le soleil dépouillé de son atmosphéi'e , 
nous paraîtrait douze fois plus lumineux i5 

CIIAP. IV. De la mesure des hauteurs par le baromètre,,, 

page 28.) 

Relation qui existe entre les hauteurs du baromètie et du thermomètre, et rèlévation 
au-dessus de la surface terrestre. Formule ])our la me.sure des hauteurs appli- 
cable à toutes les latitudes, et dans laquelle on a égard à la diminution de la 
pesanteur dans l’espace n® 14 

CH A P. V. De la chute des corps qui tombent d'une grande 
hauteur P^gc 2(j4 

Equation du mouvement d’un corps qui tombe , en ayant égard au mouvement 
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de rotation de la terre , quelles que soient d’ailleurs la figure de la terre et la 
résistance de l’air : si le corps part du repos, il s’écarte dans sa chute, à l’orient 

de la verticale, mais sa déviation est nulle vers l’équateur n° i5 

Calcul de la déviation du corps lorsqu’il ne part point du repos; s’il est lancé do 
‘bas en haut, il retombe à l’occident de la verticale n'^ 

ÇIIAP. VL S/jr quelques cas ou Von peut rigoureusement obte- 
nir le mouvement de plusieurs corps qui s'attirent . . page 5o6 

Conditions dans lesquelles ce mouvement peut s’obtenir, et détermination des 
courbes que les corps ^crivent, lorsqu’elles ont lieu. Application au mouvement 
de trois coips. Si la lune eût été placée dans l’origine, en opposition avec le soleil, 
que sa distance à la terre eut été la centième partie du rayon de l’orbe terrestre , 
et que la t'erre et elle eussent reçu des vitesses parallèles , proportionnelles à 
leurs distances au soleil; cet astre et la lune se seraient succédés alternativernerjü 
sur l’horizon, et auraient toujours été en opposition l’un à l’autre n® 17 

CH AP. VIT. Sur les altérations que le mouvement des planète» 
et des comètes peut éprouver par la résistance des milieux 
qu'elles traversent , et par la transmission successive de la 
pesanteur 3 1 j 

Effet de cette résistance pour diminuer l’excentricité de l’orbite et son grand axe ; 

le périhélie reste immobile n* 18 

Application de cette théorie à la résistance causée par le choc de la lumière sur 
les corps célestes, soit qu’on la considère comme produite parles vibrations d’un 
fluide élastique, ou comme une émanation du soleil. 11 en résulte une équation 

séculaire dans le moyen mouvement n® 19 

Comparaison de.s équations séculaires de la terre et de la lune , dues à l’action de 
cette cause. Elles sont entr’elles comme ruiiité à $3,169. 

Recherche de l’équation séculaire de la terre qui doit résulter de la diminution de la 
niasse du .soleil , si la lumière e.st une éuianation de sa substance ; cette inégalité est 
à la précédente comme — 1 à 0,000219.9. lirésulte de cette théorie, que l’impulsion 
de la lumière du soleil sur la lune, n’influe pas d’un quart de seconde sur l’équa- 
tion séculaire de ce .satellite ; il en ré.sulte encore que depuis plu» de deux millo 

ans, la ina''Se du soieil n’a pas varié d’un deux-millionième n® 21 

Recherche de l’équation séculaire que peut produire dans les mouvemen.s planétaires 
la transmission successive de la gravité, en la siq^posant produite par rimpulsion 
dun fluide: cette équation est d’autant moindre, que la vîtes.se du fluide gra— 
vifîqiie est plus coiKsidérable. 8i l’on voulait attribuer à çette cause, l’équation 
séculaire de la lune, il faudrait donner au fluide gravifique, une Mtesse sept mil- 
lions de fois plus grande que celle de la lumière ; et comme il est certain que 
cette équation est due au moins , presque en totalité à la diminution de l’excentri- 
cité de l’orbe terrestre , il s’ensuit que la transmission successive de la gravité ne 
peut y contribuer que pour une portion extrêmement petite, ce qui supposerait au 
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fluide graviflque , une vitesse au moins cent millions de fois plus grande que celle 
de la lumière ; ensorte qu’on peut regarder sa transmission comme tout-à-fait 
instantanée. L’équation séculaiie de la (erre, due à cette transmission , n étant 
qu'un sixième environ de celle de la lune •, elle est parconséquent nulle ou insen- 
sible n® aa 

CHAP. Vm. Supplément aux théories de Jupiter , de Saturne 
et de la lune ^^7 

Recherche de quelques nouvelles inégalités qui ont heu dans la théorie de Jupiter 
et de Saturne, en vertu des rapports presque commeri'-urables de leurs moyens 
mouveniens. Applications de ces inégalités aux observations. Formules définitives 
des mouvemens héliocentriques de Saturne et de Jupiter n® a3 

Recherche d’une petite inégalité du meme genre qui a lieu dans le mouvement de 
la lune n® a4 

CHAP. IX. Sur les masses des planètes et des satellites ^ 

^45 

lilanière de calculer ces masses, en comparant les formules analytiques des per- 
turbations , à un grand nombre d’observations très-exactes. Tableau de leurs 
râleurs les plus précises obtenues par ce procédé n® a5 

Sur les tables astronomiques. 

Moyen de rectifier et de perfectionner ces tables , en employant la méthode des 
équations, de condition 
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SECONDE PAllTIE.. 


THÉORIES PARTICULIÈRES 

DES MOUVEMENS CÉLESTES. 


LIVRE VIII. 

THEORIES DES SATELLITES DE JUPITER, DE SATURNE ET D URANUSk 

J E me propose de considérer dans ce livre, les perturbations des 
satellUps, et principalement celles des satellilcs de Jupiter, En 
comparant les résultats de l'analyse, aux nombreuses observations 
de leurs éclipses j on verra naître de leur attraction mutuelle, 
et de celle du soleil, toutes leurs inégalités dont les expressions 
réduites eu tables, formeront des tables exactes de leurs mou- 
veinens, 
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MÉCANIQUE CÉLESTE, 


C 11 A P 1 T R E P R E M 1 E B 

Èqu citions chi niouvenient des s ci tell îles de Jupi 

1. JL ES formules du second et du sixième livrée,, relatives aux 
perturbations des planètes, s’appliquent egalement aux perlurba- 
tions des satellites de Jupiter. Mais les rapports presque comiuen- 
surables qui existent entre leurs moyens mouvemens, et la grande 
ellipticité du sphéroïde de Jupiter, donnent à plusieurs quantités 
que nous pouvions négliger dans ces formules , des valeurs assez con- 
sidérables pour y avoir égard, lorscpie l’on se propose de déterminer 
avec précision les mouvemens des satellites. Nous allons ainsi re- 
prendre les équations différentielles de ces mouvemens. 

Soit m, la masse du premier satellite, soient »r, y, z, ses trois 
coordonnées rectangles rapportées au centre de gravité de Jupi- 
ter, considéré comme immobile*, et r= + z% Mar- 

quons d’un trait, de deux traits et de trois traits, les mêmes 
quantités relatives au second, au troisième et au quatrième sa- 
tellites. Nommons encore S la masse du soleil; X, Yy Z, scs 
coordonnées; et faisons £) = K A"* -j- Y" +Z^. Enfin soit iW la 
niasse de Jupiter, et— la somme des molécules de cette 

planète , divisées respectivement par leurs distances au centre 
de VI, Cela posé ; nommons iî , la fonction 

m'.(xx'-|-yy4.22.') , m", (x.r" -f yy" -4- 2Z.") , 77 ." . ( +yy'*’ + zz*» ) 
m' 7n" 

m* S.{Xx+ry+Zz} 

{ C^/'-or)* i- (y + (s- 




SECONDE PARTIE, LIVRE VTII. 

Celte fonction renferme toutes les forces perturbatrices du mou- 
vement du satellite tn \ et l’on a vu dans le 11“ 4^ second livre, 
que les liquations différenlielles de ce mouvement dépendent de 
différences partielles. 

• .tons ses coordonnées, à d’autres plus commodes pour Ic.s 
istronomiques. Nommons v l’angle compris entre l’axe des .c 
rojection du rajon vecteur ?•, sur le plan des x et des y . 
■ la tangente de la latitude de in , au-dessus de ce plan. On 
aura 

r . co-^. 1/ 

V/ i -h U ^ 

r. si 

rs 

V/ 1 4 '^’^ 


]'!n marquant clans ces expressions, les c|uantites r, s y Vy suc- 
cessivement d’un Irait, de deux traits et de trois traits^ on aura les 
expressions de Xy y', x\ y\ z^y x”yy\z*» Cela posé, si Ton 
néglige les cpiantités de l’ordre y on trouvera pour la partie de H 
relative à raclioii des satellites 


1 ( I 1' \ - 

Tïi . r/ . { às' — * . (.s^ + /*) . CO» . (p' — v) } 

I — 2r/.cü3.(/ — v) -f- 

{ C I — i'ï* — ï ^'0 -cos. ( r-' — a' { • 

m" . rr" . f j . (i’ + ■ cos. (v’— v) } 

2 ;r".cos. (e" — 

• {0—ki'~{s'’y.cos.(u'’—p)~\-ss'’)- 

m* . rr" ■ ( s!.'" — - . g, , cq; ( ) 

cos. 


( r**— 2/'/ . cos . (p'— j ^ 


{ — 2r /' . cos. — p) 4~^"* 1 ^ 


m 

{ 1*® — 2 rr" . cos . ( p'*— p) 4"^''' } 


Il est facile d’eu conclure que si Pon désigne par S'y la tan- 
gente de la latitude du soleil 5 au-dessus du plan fixe , et par U, 
l’angle que la projection de ü sur cc plan, fait avec Paxe des arj 

A ^ 
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la partie de R relative à l'action du soleil est^ en iKÎgligcanHes^ 
termes divises par , ce que l'on peut faire ^ vu la grande dis- 
tance de Jupiter au soleil, relativement à celle du satellite à 
Jupiter , 

{ I 5,^^ 4Ç^''}.C0S.(2Z7- -2/ 

Pour déterminer la partie de /?, relative à Tattraciion du splié- 
roïde de Jupiter*, nous observerons cpie partie est, parce 

qui précède , égale à — 7^. Si l’on suppose ce ..pliéroïde ellip- 
1 i(pie, et si l’on nomme p son ellipticité*, si l’on nomme encore (p, 

]e rapport de la force centrifuge à la pesanteur, à son étjuateur; 
R, le rayon de cet équateur j v, le sinus de la déclinaison du 
satellite ni, relativement au meme équateur 3 on aura par le 
35 du troisième livre , 

Ci<P~p)'Cv*~5). 

Si Jupiter n’est pas elliptique, on a par le 32 du livre ITT, 


V f (i(p— p). (v*~’)4-//. (l — V=).C 0 S 2 w} 


/z étant une arbitraire dépendante de la figure de Jupiter, et -tjr 
étant l’angle formé par l’un des deux axes principaux de Jupiter , 
situés dans le plan de son éipiatcur, avec le méridien de Jupiter, 
qui passe par le centre du satellite. Il est facile de sc convaincre, 
par l’analyse suivante , que le terme dépendant de cos 2 n’a 
aucune iniluence sensible sur le mouvement du satellite, à cause 
de la rapidité avec laquelle Tangle ^ varie; ensorte que la valeur 
de ^^que l’on doit employer ici, est la même tpie dans l’Iiypo- 
thèse d'un sphéroïde elliptique dont l’cUiplicilé est p. Nous sup- 
poserons donc 




M. 

H • 


On a à très-peu-près , v=t =5 — exprimant la tangente de la 
latitude du satellite /zz au-dessus du plan fixe, en le supposant 
Uiu dans le plan de l’équateur de Jupiter; on a donc pour la 
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partie — de l’expression de R, 




M. n» 


2, Rappelons maintenant les c?quations clifTércnticllcs du mou- 
vement d’un corps sollicité par des forces quelconques. Parmi les 
ü>erses formes que nous leur avons données dans les livres pré- 
cédé*/:, nous choisirons celles qui conduisent de la maniéré la 
plus simple aux résujtats que nous voulons obtenir. Ou a par 
le n® /|6 du spcoi'^u' livre , 




~c{L^ " 




fit est l’élément du tems , et cet élément est supposé constant ; fx est 
égal à la somme M'^in des masses de Jnpi(er et 3u satellite;;/; 

la diflcrence partielle/- ( 7 ^)est égale à • 

la caractéristique difTéreiiticlle d se rapporte aux seules coordon- 
nées de ;;;. Si l’on désigne par JMa variation due aux forces per- 
turbatrices, on aura, en dijfl'érentiant l’équation précédente par 
rapport à J' , 




(>) 


On déterminera par cette cciualion clifTérentielle , les perturba- 
tions du rajoii vecteur ; on pourra même comprendre dans sou 
intégrale, l’excentricité de l’orbite du satellite; car vu l’extreme 
petitesse de cette excentricité, on peut négliger son carré et ses 
puissances supérieures, et l’oii peut supposer que la variation 
3/'J> renferme non-seulement les inégalités dues aux perturbations , 
mais encore la partie elliptique de 

Si l’on nomme di^ ^ l’angle intercepté entre les deux rayons vec- 
leurs r, et r-\^dr\ on aura par le /fi du second livre. 




9..cl{rh -^ — cMr 
r . îidt 


\/ 1 — e* 


(2) 


a étant le demi-grand axe de l’orbe du satellite; c étant lerap- 
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pori: do Vexccii(ricité au demi-grand axe, et ni étant le moyen 

mouvement du satelliie. 

En nommant v y Tanglc décrit par la projection du raj^oii vec- 
teur r, sur le plan lixe} ou a par le même numéro. 


di^ = di^ , 


l/c 


i + ssy 


'TT' 


[/ 1 -h SS 


s étant la tangente de la latitude de 77z, aï. ' u nxc ; 

en sorte que si l’on néglige le carré de .y, o 

Pour déterminer Sj nous observerons que Pon a par le u* i5 
du second livre, di^ étant supposé constant. 


f n r/(JR\ dv ) 

^ i ' “ /i^ J "ï? } 

1 ds /dH\ . A' /dR\ 



1 1 + , 

/d'R\ 

\du > 


WW 


étant la projection du rajon vecteur r sur le plan fixe, A* étant 

une constante qui, dans l’orbite elliptique, est par le n*" 20 du 
second livre, égale à /4a.(i — eQ > enfin, la diflerence partielle 

étant relative au cas où l’on considère i? comme fonction 

de II , V et s. Considérons R comme fonction de 27 et .ç , ainsi 
que nous Pavons fait dans le numéro précédent j nous aurons 

r étant égal à — ^ ' 


du : 


, on a 
dr 


— TT • ^ ^ + SS 


s ds 


r. 1/1 -f ; 


on a donc en comparant séparément dans l’équation précé- 
dente, les coefficiens de ds , 


US dR\ , /'d'R\ ^ 

i+ss* K'dT J^\d 7 J* 
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l’équation différentielle en 5 devient ainsi , 

• »=(ë+0'!-v-/(f)-$î 

l ils \ 

~ h^ii^ ' dv' \dv )' * \ds J* 


la force perturbatrice 


est nulle , on a 
(hh 

dv* 


dds , 

o=T/.:i+^5 


2 r-1— \ \ 

en négligeant donc le carré de celte force, en restituant — 

au lieu de ii, et en négligeant le produit de la force perturba- 

^ , ds 

tnce,par ^ on aura 


dds , , ^ / dR\ 

^==d,-i+^’^v\-dr)-i?-T.-\d7)’ 


Les équations (i), ( 3 ) et ( 5 ) donnent, de la manière la plus 
simple, toutes les perturbations des satellites, qui ne dépendent 
que de la première puissance de la fox'ce perturbatrice. 
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CHAPITRE II. 


I)cj} inégalités des moiweuiens des \ d 

indépendantes des excentricités et de 
orhites. 


5. Reprenons l’equalion différentielle (i) du n® 2 * 

(r.rSr . fÀ.rS'r 


de 


2./dR + r. 




(•) 


Dans riij^pothèse ellipliqnc, et si Pon néglige le carré de Tex- 
centricité de l’orbite , la partie constante du rajon vecteur se 
réduit au demi-grand axe nous pouvons donc supposer r — a, 
dans l’équation précédente. Mais pour plus d exactitude > et par 
une considération que nous exposerons ci-après, nous conserverons 
le produit àerSr, par les parties constantes delà force pertur- 
batrice; or celte force ajoute au rayon r, une partie constante que 
nous désigiierons par é\i ; en substituant donc a -f- à\i , au lieu de 
dans l’équation (i) , on aura 

3. «TaN 


. rcTr , /x . rS'a 




la partie de/?, dépendante de Taction du sphéroïde de Jupiter 5 
est par le n° i , égale à — et si l’on néglige le carré de v, 
on aura, en n’ayant égard qu’à cette partie, en prenant pour unité 
de masse, celle de Jupiter, et pour unité de distance, le demi- 
diamètre B de son équateur, 

jy (fz: 

Z? • 

De là, il est facile de conclure 

idR\ 


parlant j 


/d« = B; r(i^)=-5JÎ 


Eu 
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En substituant a* + arJ'r, au lieu de r^, on aura 

,/.!« + .. (f ) = ^ 

Si Ton ne considère que Taction du second satellite ni , et si 
Te T néglige les carrés et les produits de ,9) et de s', on a 

-n m' r / y. V 7ii' 

R — ~ . cos. — f') V. 

^ 1 1 ^ — 2ir . cos. — v) *■ 

Supposons que cette fonction développée en série de cosinus 
d’angles multiples de v'—v, soit égale à 

•cos. {v — .cos. 2 (i»'~ 2 ^)-f-^^^^ .cos.3(z^' — 2^»)-{-etc. \ . 

En cliangeant dans cette série, ?' en a, r' en a , v dans 77 / -q- g, et 
V* dans 11 1 + é', nt et nt étant les mojens inouvemens de m et 
de nZ } on aura 

Î A^"'^ .cos. {nt~nt + Z—ê) 

H- A ^^^ . C 0 S. 2 . (n'i—nt + 6'— 6) 

+ A^^^ .COS.3 .(/iV— /// + Z~e) 

4- etc. 

étant une constante arbitraire ajoutée à Tintégrale /dR, Oa 
aura ensuite 




^ — J ^ . COS. Ç/Z t nt è' 

4 - U. ' cos. 2 .(/zV-— 77/4- ê' — e) 

4 -*^ . ^ ^ — 77/4- ê '— ê ) 

4- etc. 


On déterminera les valeurs A^'^, A^*^ ^ etc., et de leurs 

différences partielles en a et a , par les formules du n"* ^9 se- 
cojid livre. 

Comme nous nous proposons de conserver les parties constantes 
Megan, cél, To?ne B 
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dépendantes de la force perturbatrice, et qui multiplient rdr j 
nous devons ajouter aux expressions précédentes de -2/ WR et de 

> les ternies de cc genre, qu’ils contiennent. Si dans le 
terme — de R, on substitue a + — au lieu de . lé 


suite le terme 
/J', 


fonction 2jl\R 
terme En substituant pareillement 
de f j dans la fonction on voit qu’elle contic 


.imes 




En cliangcant successivement les (juantités relatives au satcL 
lite m', dans celles qui sont relatives aux satellites jn et on 

aura les parties correspondantes de 2j'dR et de r 

Pour avoir les parties relatives à l’action du soleil -, nous ob- 
serverons qu’en n’ayant égard qu’à cette action , et en négligeant 
les carrés et les produits de s et de S', on a par le n ’ 1 , 

A 

O 4ir 




. I I +5. cos. 2.( U — 2^)]. 


U est la longitude du soleil vu du centre de Jupiter ; en dé- 
signant donc par Alt le moyen mouvemeiit sydéral de cette pla- 
nète ; on aura, en négligeant l’excentricité de son orbite. 


et alors on a 


U~3Ji-A-R, 


B — {i +3.cos.(2«/— 2F.)} 5 

jy étant le demi-grand axe de Torbe de Jupiter. On a par le 
n*' 16 du second livre, en négligeant la masse de Jupiter, rela- 
tivement à celle du soleil. 


D 


L 

I'3 — y 


oa aura donc, en n’ajoutant point de constante, à cette partie de 
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l’expression de parce qu’elle peut e(re ceiisce contenue 

dans la constante arbitraire X', 


i>fi\R=z — . 1^1 cos.(.î/;/— 2^7/ + r>.^— aE) j j 

iH-3.cos,( 2;;/— 2Ji/-l-2€— 2E I > 

d’ou Von tire 

— — o-^^o • cos. 2^// -f- 2c — :>K) ; 
—M\rS'r—\.HR.a'.co 5 .{ 27 ît— 2 Ml-\- lé — oAl). 


Cela pose , si Ton rassemble fous ces fermes d*ins rc(]iiation 
diflerentielle (i) , et qu'on la divise par si, de plus, on observe 

que Ton a = ou à très-peu-près iii étant une très- 

petite fraction au-dessous d’un dix-millième, la masse de Jupiter 
étant prise pour unité 3 enfin, si, pour abréger, on suppose 


V^ = 7 Z" 



a’- 


’ /7~ 


V , 


ni 



la caractéristique S servant à exprimer la somme des termes sem- 
blables à ceux qui la suivent, et qui dépendent de l’action des 
satellites perturbateurs j on aura 


«= » + ^-- 'ir+^n-.k +n-. (^£l) 

— * c:os.(2/// 2j// + 2fe — 2F) 

1+ .</^«} .cns 2.. 

» + { • (^) +7^ • S • cos. 3 . (///—;//+£'—£} j 

— f- etc. 


Si l’on intègre celte équation , sans ajouter à l’intégrale, des cons- 
tantes arbitraires qui peuvent être censéescontenues dans les élémeiis 

B 2 
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du mouvement elliptique, et si l'on néglige clans les termes clépen* 
dans de l’action du soleil, ^JT et N — n, vis-à-vis de ?i dont iis 
ne sont cjuo des fractions insensibles) on aura 








. COS. ( 277 / 371 // 4 - 2 £ sE) 

{ ) -j . cos. t — 77t f-. 

— A- t \ da n-^n' \ 


,, / ! -1 fi q a cos. — nt-\-. 

-‘--i .772 . ^ ( \ du n-^n' S ^ 


t^.(/ 7 - 

- etc. 


^ . 'i (I . ( -J ) q ? . UA^^^ > . C 05 .ô(/l 

.ny^Ps^ ( \ du J ^ n — a J 


2 -/ 2 ^ 


I.a partie constante de cette expression est ce que nous avons 
désigné ci-dessiis par y on aura donc, en observant que iV* dif- 
fère très-peu de 77 % 


-s . i'i .«*. (^‘~) . 

a ùd* ti 9 \ dit / 

Si Ton substitue les valeurs précédentes de ^/d/?, ^ 
dans rexpression de cTo, donnée par la formule (a) du n® 2) 

on aura, en observant que 72% que à très-peu-près ) 

(jue il/ est très-petit, relativement an, et que N' diffère très-peu 
(le 72 ; 


rS'r 


^u = nl. — ^ .^ + 2. vi'a'. ( 

a"- 4 V 

.^.siu.(2«2 2^ 2 !'') 


r 


(p — ,;<p) _ 7 
’4 


('lAl 

da 


)) 


M* 


^ . 1+ L 1,7^7 • ("“ (^)+7^ ^ 


Lq- etc. 
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Le terme dépendant, de 8in.(2//< — iMl — 2I'.) répond à 
l’éqnation comme dans la théorie de la lime sous le nom de va- 
riation ; mais il est moins sensible dans la théorie des satelliles 

^ Jupiter, parce que le rapport — j est beaucoup plus petit. 

nt suppose exprimer le moyen mouvement de lu , son eo( f- 
Jtêtre nul dans rexpression précédente de J ce qui donne 




(p — 






v'Tzzr/ 


Sa 

En substituant cetlc valeur de X* dans celle de — ; on aura 


r^a ( P' T 9 ) 

U Ja"" 

d’où Ton tire 






"T— 4- * 


- • \rd[r) ^ 




+: 


, ^ , , /diLr-K\'\ 

(-.-/y-)),' 


Oii aura les valeurs de - 4 ^- , J'r'; ^ en 

géant dans les expressions précédentes de ~ cl de , les 


A' S /’" 


clian- 
qu a n - 


tités relatives au |)remier satellite , successivement dans les quan- 
tités semblables relatives au second , au Iroisiciiie et au quatrième, 
et réciproquement. 


/|. Les rapports eju'ont entre eux les moyens mouvemens des 
trois premiers satelIitCsS, donnent des valeurs considérables à quel- 
ques-uns des tefttics des expressions préeéileutes : ces term(?s mé- 
ritent une attention particulière, en ce qu’ils sont la source des 
principales inégaj^és observées dans les mouvemens des trois pie- 
Jiiiers satellites. Le moyen mouvement du premier satellite est à 
fort peu-près double de celui du second , tjui lui-même est à très- 
peu-pres double de celui du troisième. Il suit de là que le terme 

de l’expression de , qui dépend de Tangle 

doit devenir fort grand par son diviseur — iV^, ou 

(27/ — ,Ç2n — 2n' — iV); car et 2// étant fort peu diffé- 

reiis de r/ ^ le diviseur 2/1 — 21L — iV est Ircs-pelil, et donne au 
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t.n-me dontil s’agit, nne valeur considérable. On voit en même fem§ 
la riécessilé de déterminer iV avec précision, comme nous l’avons 
lait ; parcerjiie sa différence d’avec due aux forces perturba- 
Iriccs, quoique três-pelitc , devient sensible dans la fonction 

— lï — N , surtout à raison du ferme — n . — que N renferme , 

cl c/est la raison pour laquelle nous avons conservé les term^ . dé- 
pondans de la force perturbatrice, dans lcs(juels r J /’ est nndti- 
plié |)ar des constantes , ces termes influant sur la valeur de TV. 
Dans les autres diviseurs qui ne sont point très-petits, on pourra 
supposer, sans erreur sensible, jV= // 3 en faisant donc 



on aura, en n’ayant égard qu’au ternie dépendant du cosinus de 
— 26 , et observant tpie l’on peut, dans la fonc- 
tion 2/1 — 2/1 N , supposer 2 // et N égaux à /i , 

rS'r in .riF . ^ 

; ; jr- . COS. (27?/ 2/1 t +2f. 26 ). 

cr IL . {p.11 'Ml — /> j ^ 

L’expression de Lr donne , eiin’ajant égard qu’aux termes qui ont 
27î~27i'—> N pour diviseur, 

cTp— — — . sin. (272/“2 /z 7 ~f-26~26'). 

2;i — 9.11 ’-A 


Cette partie de rf n est l’inégalité la plus sensible du mouvement 
du premier satellite : elle est la seule (pic les observations aient 
fait reconnaître. ^ 

Si , dans la théorie du second satellite, on cTésigne par A', la 
quantité qui correspond à N dans la théorie du premier 3 et si l’on 
nomme celle (jui correspond à dans les perturbations du 

premier par le second satellite; il résulte de ce qui précède, (pie 

l’expression de renfermera le terme 




- 1 ' 






cos 


(fff ^ g 


Le diviseur {n — ;?')* — A'"* est égal à {77 — 7 ?'+A ').(/7 — n' — 1\'). 
]S' étant fort peu différent de 77 ', et n étant à très-peu-près égal 
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à 2«' j le diviseur n — n' — N' est très-pelit, ce qui doimc au terme 
précédent une valeur considérable. Soit 


G=: 



p.a'.Ay^-, 


on faisant tt = 2?i et N' =7/, dans la fonction 7 i — «'+ A'j on aura 

ni .n .G 


— Z — ^ — 7 — K^.cos. (rit — 

12. (/I — tl -jS) ^ ^ 


Ou aura ensuite ^ en n'ajanl égard qu’aux termes qui ont n — il — N 
pour diviseur, 

sin. (ni — n't + € — s'). 

n — n — A’ ' ^ 

On doit observer ici que 

' a </ ^ 

ce qui donne 




5 // — n 
n — n 




o.n 

n — /i' 



a 


y 


or on a ~ 

cr 


a ^ n n'^ a . , 

— r . --7= -n . -7-, on aura ainsi 

a a ' 


Gz=z 



n. (;i — ?,//) 


a 

a' 


?.. (/? — ?r/') 




n — 211 étant nul à fort peu-pres^ cette équation donne 


G = 


2ci'.A^'^~a 



Mais pour plus d’exactitude, nous ferons usage , dans le calcul nu- 
mérique de G, ffe son compression rigoureuse# 

r r S/ 

Les^ valeurs précédentes de— 77- et de cT^', ne sont relatives qu'à 

l’action du premier satellite. L’action du troisième produit encore 
dans ces quantités, des termes sensibles. En effet , le mouvement 
du second satellite étant à très-peu-près double de celui du troi- 
sième j il doit en résulter dans ces expressions, des ternies ana- 
logues à ceux que l’action du second satellite produit dans les va- 
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r^r 

leurs de — et de Nommons etc. , relativement 

au second et au troisième satellites , ce que nous avons désigné 
par A^'^ y etc., relativement au premier et au secohd. 
Supposons ensuite 



nous aurons par raction du troisième satellite. 


r'h' __ 
cTp'^ 


““ Tl\ .IX . F f / U É t f 

— ^ — ~,-.cos.(a/; / — 2 /z 26 — 26 ): 

2.(2/i 2/i A J ^ ’ 

TXX • TX • • /* / # k / f/\ 

— ^ .Sin.(2/Z t in t + 26 26 ). 

2/i — 2/1 — A ^ ^ 


Eu réunissant ces valeurs aux précédentes ; on aura les termes les 
/S'/ 

plus sensibles de et de S 


Un rapport très-remarquable qui existe entre les mojens mou- 
vemens des trois premiers safclliles, permet de réunir en un seul, 
les deux termes de chacune de ces expressions, dûs aux actions 
du premier et du troisième satellites. Nous avons observé que le 
mojen mouvement du premier satellite est à-peu-près double de 
celui du second , qui lui-même est double à-peu-près du moyen 
mouvement du troisième satellite) ensorte que Ton a, d’une ma- 
nière fort approchée, 

nz=,irL y n'=2^z'.5 

d’oii l’on tire 

n — 5 /z'-j- O. 

Mais cette dernière équation est beaucoup plus approchée que les 
deux égalités d’où nous l’avons déduite. * Elle l’c^^ à un lel point, 
ijue depuis la découverte des satellites de Jupiter, les observations 
n’ont fait reconnaître aucune valeur sensible à son premier membre) 
nous pouvons donc le supposer nul, au moins dans l’espace d’un 
siècle. Nous verrons dans la suite, que l’action mutuelle des sa- 
tellites rend la quantité n — rigoureusement égale à zéro) 

ce qui donne 

2z^' — in" = /z — n\ 


Les 
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Les observations donneiit encore à très-peu-près , depuis la dé- 
couverte des satellites, la lonpjitudc moyenne du premier, moins 
trois fois celle du second , plus deux fois celle du troisième , égalé 
à la demi-circonfcrence , ou a 200®; ensorte cjue , dans 1 intervallo 
d’un siècle au moins, on peut supposer 


et parconséquent 


272^ + 26' TZ'Z + Ê é 300*. 

Nous verrons dans la suite que ces égalités sont rigoureuses. 
Les termes de et de J"//, qui dépendent de Taction du troi- 
sième satellite, deviennent ainsi 


/<r/ 


cr^'=— 


Tix\n .F' 
a . — F — A') 

m\ 7 /F' 


n — ri — A^' 


cos.(/// — n!t + € — c'); 
SÎn. (/// 71 ^-^ 6 , — e')\ 


on a donc , par les actions réunies du premier et du troisième 
satellites. 


^= a.(n-?-A ~ ) -t mG—m"F' \ .cos.(ni--»7-î-«— ê'); 
^ _7v " • {fiG — 77 i’F'\ . sin. ';7'/ + £ — £'). 


L’action du second satellite produit dans la théorie du troi- 
sième, des termes analogues à ceux que l’action du premier pro- 
duit dans la théorie du second} en faisant donc 


et 


on aura 


^ ^ a"* ' 


r" S r" Tt / . n" . G' 

a'* 2 . (ji — n — ) 


f n 


n' — Il — A'" 


MécAN. CBL. Tome IV. 


cos. ( n't—n''t + — 6*) J 
siui ( n' t ■” “{— 6^— J 

C 
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Les valeurs de et de cT^" peuvent lecevoir encore quelques 

termes sensibles, dcPaction du quafrième satellite^ mais son mojen 
mouvement étant sensiblement plus petit que la moitié de celui 
du troisième satellite, ces termes doivent être peu considérables» 
Nous y aiirojis cependant égard dans la suite. 

On peut observer ici que 7 i différant très-peu de 2/2', et n' dif- 
férant très-peu de 2/2'^; différé très- peu de ||r/. En effet. 



Cette dernière quantité est à très-peu-près 
Pareillement on a 


(■galcà(;)'.(^i— 


2 . {n-oji )> 





ainsi et ^ sont très-peu differens de (j)’, -^4^'\ctc. étant 

de la dimension i, en a et a , F et G sont de dimension nulle, 
ou fonctions de I' et G' sont des fonctions semblables de 

on a donc à fort peu-près F'— F y çX(V~G. Mais, pour plus 
d’exactitude, nous aurons égard aux différences de ces quantités, 

5. Considérons la loi des inégalités précédentes, dans les éclipses 
de satellites. Pour cela, nous donnerons aux valeurs précédentes 
do JV' et JV', les formes suivantes : 

JV = ( I ).sin, (2/2/ — 2227+26 — 

cTe' = ~ ( 1 1 ). sia. ( ni — ni + 6 — 

— — (111). sin. ( /27 — li't + 6 — e") j 

les cocfilciens (i), (11) et (111) étant positifs , comme on Je verra 
dans la suite. Au lieu de rapporter les angles 22^ + 6, 7^7 + b' et 
7^7 + b'', à une ligne fixe*, nous pouvons les rapporter à un axe mo- 
bile-, parce({ue la position de cet axe disparaît dans les angles 

uni 2/27 + 2 € -^ 26 ', nt 727 +6 i', 727 727+6' i\ CoilCC- 

VOüS que cet axe soit le rajon vecteur de Jupiter supposé mû uni- 
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formément autour du soleil. Dans ce cas, les angles/?/, lÜ^nU, 
exprimeront les moyens mouvemens synodiques des trois premiers 
satellites. Concevons, déplus, que les angles ê et é' soient nuis, 
c’est-à-dire, qu’à l’origine duterasr, les deux premiers satellites 
aient été en conjonction. L’équaiion 

7it — 0//7 + 2/z 7 -j- 6 — 2/ — aoo®, 

qui a lieu encore relativement aux mouvemens synodiques , donne 
les expressions de et J v'' deviendront ainsi 

cTp ( I ).sm. ( 2 / 7 / — 27/7); ^ 

JT»' = — ( ï O * ~ 0 y 

(i ï i).cos. (/z7 — 7 z7). 

Dans les éclipses du premier salellilc, au «nornent de sa 
conjonction moyenne, nt est nul, ou multiple de /|Oo^. Soit 
27 / — 2fi' = 7/ -f- CW , ou Tl — 27 z'=a) ; OU aura alors 

(i).sin. cùt. 

Dans les éclipses du second satellite, au moment de sa conjonction 
moyenne , n't est nul , ou multiple de ; on a donc alors 

J P*' = — (i 1) .sin. Cùt. 

Enfin, dans les éclipses du troisième satellite, à l’instant de sa 
conjonction moyenne, 7 z 7 + £''cst nul, ou multiple de 400°; on 
aura donc alors, en vertu des équations n — — 211*^ et 
ioo% 

cTp»" ;= (1 1 1) , sin. Cùt., 

On voit ainsi que les valeurs précédentes de et dans 

les éclipses, dépendent du même angle œt. La période de ces va- 
leurs est parcoj^éqiient la même, et égale à la durée de la ré- 

volution synodiqiie du premier satellite , multipliée par — 

nt e\*nU étant ici les moyens mouvemens synodiques des deux 
premiers satellites. En substituant pour n etTz', leurs valeurs; ou 
trouve cette période égale à y 65 g. Tous ces résultats sont 

entièrement conformes aux observations qui ont fait reconnaître 
les inégalités précédentes, avant qu’elles eussent été indiquées 
par la théorie. 

C2 
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CHAPITRE III. 


/Jc.9 inégalités du inouvenieni des satellites y dc^endmiics' 
des excentricités des orbites. 


6 , Vjonsidéroks présentement les parties cl n rajon vecleiir cl de 
la longjitudc des satellites, qui dc^peiideiil des excentricités des or- 
bites, Ces excentricités sont fort petites; en faisant donc, dans 
réejuation (^)‘dLin°2, é5;al à 2 rcTr, on pourra supposer 
que a/'cTr représente non-seulement les perturbations de /*, dues 
aux forces perturbatrices, mais encore la partie de relative au 
mouvement elliptique. Alors l’équation différentielle (i) du n‘'2, 
dans laquelle se transforme ré(|uation (^)> lorsque l’on néglige le 
carré de Jr, donne par son intégration , non-seulement les per- 
turbations du rajon vecteur, mais encore sa p^irtie elliptique (jui 
résulte alors des arbitraires introduites par les intégrations. Dans 
ce cas, l’expression de JV, donnée par l’équation (2)dun° 2, ren- 
rcrnie la partie elliptique de v, et cette partie est visiblement 

égale à ^ négligeant le carré de l’excentricité de l’orbite, 

et en ne considérant que la partie elliptique de rj'r. 

Les termes de l’équation différentielle (i) du n"*:^, dans les- 
quels rSr est multiplié par des constantes, et ceux qui dépendent 
des sinus et cosinus de + méritent une attention particulière, 
en ce qu’ils déterminent les variations sécivlaires de l’excentricité de 
l’orbite et de son perijove. Nous avons déterminé , dans le n'" 5 , les 
termes dans lesquels rJ'r est multiplié par des constantes. 'Pour 
déterminer les autres , considérons le terme 111! .cos. (2^' — v) de 

r X/ 

l’expression de iî. En y substituant a'-| — au lieu de r' , et 
«'/+ 1 ' + — au lieu de j/'; il en résulte la fonction 

' aUl de ^ ' 
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/ J , , I f \ 

— 0- 


am^^(/V) 
a '^ . n . dt 


-i 4 ^'\sin. (// 7 — ;?/-f-c' — 


ae c 7 cint rexcentricité de Torbite de m', et étant la longiliulc 
de son périjovej la partie elliptique de - est, par le n’ aa du 

second livre, — ^'.cos,( /z 7 +é' — En la substituant dans la 
fonctioxi précédente, il en résulte un terme dépendant du cosinus 
de Tanglc 7//-f-6 — tir', et il est facile de s’assurer qu’il est le seul 
de ce genre, qui résulte du développement de la partie de R, dé- 
pendante de Taction de iiï . Les deux satellites jvl et iif fournissent 
dans R des termes analogues; mais il est aisé de voir , par l’expres- 
sion de R du 11° 1 , que l’action du soleil n’en produit point, du 
moins en négligeant les (ermes divisés par ^ 

Maintenant, si l’on n’a égard qu’aux termes dépendans de /// , 
on aydi? = R ; partant , en n’ayant égard qu’à ces termes , on a 




I CL^ 

, 2 / 7 l' . d 


■ 1 j-cos.Cnl-nt + s-Of 


n.a.dS'd f ... . . 


L etjuation différentielle (i) du n° a deviendra donc , en n’ayant 
egard qu aux termes dans lesquels rj'r est multiplié par des cons- 
tantes, et a ceux qui dépendent des sinus et cosinus de ///; eu 

observ’^ant, de plus, que /z*=:=:~, à fort peu prés. 


d'.ri'r 


a'dt 


.7 




, , r'<r/ / , /rf^CO\ /ddAO^S) , , . , . 

o,m' .n\d .dS'd ( ... , /t/^/COv ^ , 

a:\n'dt ■ pay/O + a . .sin. (« t— + » —O 


, La manière la plus simple d’intégrer cette équation difFérenlielle, 
est d’y supposer 


= /i . cos. (/;/+£ r ) ; =//cos. 5-/— F}; e le, 

g étant un coefficient très-petit de l'ordre des forces perturbatrices 
dont il dépend. En substituant ces valeurs, dans l’équation différen- 
tielle précédente, et en ne conservant que les (ermes dépendans de 


i30oa 


THE W^iSlOÜ 

iNSUTUi" or ' lture 

LI;i.<Aîslf 
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cos.(/z^+ g — gt — r)-, la comparaison de ces termes donnera , en 

négligeant le carré d-e 


m'n* 


o=A. ( — "*} ■ 


, , , , /ddAO->\' 

^“A-Âr)+“ 

| + 4a^') + 2a«^i^^ 


En substituant pour iV* sa valeur donnée par le n° 3^ on aura 


, f O' 

^=zh.h- 

in 


if-if) 


, ^ , t'dAW\ /rftWOJN)) 






+ ^ , S . m7/ . { aay^C 0 + a* . +aa'. +ia\a'. (•^^) - 


étant unfe fonction homogène eu a et a' de la dimension — 1 5 
on a, par la nature de ces fonctions. 



/éfy/CO 

^\da 


‘ V da' )' 

=— 


réquatîon précédente devient 

ainsi , 



7 f ^ / 

P 1<P \ t 

AT . . 

/ r 2 

/dA<.>}\ , 



J * 


. ^ . m . < a’ 

( da ) + -“ ■ 

(tô^)} 

4- . S m7/ . 

^aA<.'^ — a\ ( 

. da ) 

-î.a^( 

da* y/- 



En faisant , comme dans le n^ 55 du second livre , 



<> 


en désignant ensuite par ( 0 , 2 ), [ô^ ; (o,3), (ô^ ; ce que de- 
viennent ( 0 , 1 ) et [ô^Tj , lorsque l’on y change successiverheiit ce 
qui est relatif à w! , dans ce qui est relatif à /n* et m" -, enfin , en 

désignant par (o) la fonction .n, et' par ,[^ la fonction 
5 jT/* 

■ 7 .—-; on aura 
4 " 
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o=zh. {5-— (o) ■— — (o, 1 ) — (0,2) — (o,3}} J (/) 

— f- l^Tj I O y 2 I . . /i • 

Si l'on considère pareillement les perturbations des mouvemens 
de m! , rti e{7rf \ ï\ est visible qu’il en résultera une nouvelle 
équation semblable à la précédente, et qui s’en déduit, en y chan- 
geant les quantités relatives à /;z, successivement dans celles (jui 
sont relatives à /;/, jîi^ et Jii’y et réciproquement. En écrivant donc 
dans les fonctions (o), |^, , etc., au lieu de o, le 

n® du satellite troublé et les quantités qui lui sont relatives, et au 
lieu de I , le n^ du satellite perturbateur et les quantités (jui lui sont 
relatives j on formera les équations suivantes: 

+ F’^1 • + [ï7^] • h”. 

0 = h \ ( o- _ (.,) -[][]_ (2,0) - (2, , ) - (2, 3 ) } ; 

+ Ji-i- [ 2 ^ [ 2 ^ 5 ] 

o=/r.{ g_(5)-[g_(3.o)-(3,,)-(3,2)}; (r) 

Ou doit observer ici que l’on a, par le 55 du second livre, 
(o, î) ,771 .y a = ( 1 ,0) . 771 . a • 

et que la meme é(|uation subsiste en y changeant les parenthèses 
rondes en parenthèses carrées. Ces é{juations ont lieu entre les 
mêmes fonctions relatives à tleux satellites (juelconques*, ce qui 
donne un moye» simple ^dc dériver ces fonctions les unes des 
* au très. 

Les quatre équations précédentes entre 7/, Ji* et .'^ont ana- 
logues aux équations (^B) du n'^ 56 du second livre, et se rcsolveiit 
de la même manière. Lllcs donnent une é(juatioji finale en^^, du 
quatrième degré. Soient^» , ses quatre racine s^ en faisant 

/r=r./z*, 
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on aura , au mojcn des équations précédentes , €% 6'', en 

foncions de/j*, et sera une constante arbitraire. Soient 
les valeurs de C, é*", relatives à la racine g,, et //, une se- 
conde arbitraire^ soient ces mêmes valeurs relatives 

à la racine 5 *,, et h% une troisième arbitraire; soient enfin, 
les mêmes valeurs relatives à la racine g., et une 
quatrième arbitraire; on aura^ par la nature des équations diffé- 
rentielles linéaires, 

h.cos.Qit -{-s — gt — r) 4-^, .cos.(7zt-f-e — git — r,) 

+ /?». oos.(rif -f c — — r») -f //3.cos.(/îf +é — — Fj) ; 

C'./i.cos.(/i'/H «' — r)+ C; 7:,.cos.(n7+g' — g,t — F,) 

+ /7*.COS.(«7-f€'— r*)+ C'. A3.COS.(7 i'^ 46'— ^3t Ts)\ 

n JS // 

^ — tjL m C"./i.cos.(/i'7 — r)4- /zj — r,) 

4- (T". /7a. COS.(7i"f4-«'' — r.)4- ^Ï3.’C0S.(7l''f-f 6^— gsf — Fj) ; 

r.;/.C08.(;i“'H€''— gt— r)4- C-:.^,.cos.(n•^4.f'^— r.) 

4- f'*' — Fa)4- Cj./rs.cos.(n''r4-«'' — g^t — F3); 


r, fl, r» etr3 étant quatre arbitraires. Ces expressions sont com- 
plètes, puisqu’elles renferment huit arbitraires , c’est-à-dire, 
deux fois autant d’arbitraires qu’il y a d’équations différentielles 
du second ordre en rcT/', r'cT r, r èr" et r"'. 

Ces arbitraires remplacent les élémens du mouvement ellip- 
tique des satellites. Si l’on considère leurs orbites comme autant 
d’ellipses dont les excentricités et les positions des absides sont va- 
riables; en nommant uéf l’excentricité du premier satellite, et ^ la 
longitude de son périjove, comptée de l’axe où l’on fixe l’origine 
des angles ; on aura 


;<rr 

iù" 


^.C0S.(^2/4^ ê 


ce 
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Cd qui donne, en comparant cette expression à la precedente, 

e.cos,^~ — //.cos.(^>‘/H-r) — //, .cos.(^>-,/^-r,) — etc. 
ij.sin, ^ = — /2.sin.(^>-/+r) — h, .sin.(g,t-\-Y,) — etc.; 

d’ou l’on tire facilement eet^. On aiu*a de la meme manière, 
, etc. I/ixnaljse du n'" 68 du second livre conduirait aux 
mêmes valeurs *, mais Tanalyso précédente est un peu plus simple. 

I>a partie elliptique de v est 26 ’.sin.(/ 7 /+ € — ^), par le 22 
du second livre ^ en la désignant par cT^^, on aura 

= 2C . cos. ^ . sin. {nL + c) — 2£? . sin. . cos. + g) \ 

ce (jui donne 

J'v'z=: — 2J1 , sin. (77/ + r: — gi — V) — a/;, . sin. ( — F, ) 

— a/z^ .sin. (/?/-[-€ — g, J. — F,) — a/zj . sin. (/// + £ — g^t — Y 3). 

On aura de la même manière, 

JV'=: — aé' ./z.sin. (/zV+e' — g/ — F) — 2C' ./z, .sin. (// 7 -f-é ' — g J — F,) 
— aÇ^ /z, . sin . (/z 7 +é — 5*,^— F,)— a€' ./z,.sin.(7z7-f-Ê'— — F ,)•, 
cT v’z=z — aé"' . Il . sin.( îl t-\-t — gt — F) — aê'/ . /z, . sin . e' — g,l — F,) 

— 2S '' . . sin.(7z7+/ — g,J — F,) — aC" . //^ . sin .(zz^'z-j-Ê" — g,^/ — Y^)} 

. h . sin .(/z' 7 +i'”— F)— aC;' . /z, . sin .(/z'^Z+e'^— ^>-7— F,) 
••“•aC^^./za.sin .(/Z Z— |— c — 

, Tout se réduit donc à fonfier et à résoudre les équations précé- 
dentes (z), (z') , (zD> (z"'). Mais nous verrons dans la suite, qu’elles 
sont incomplètes , et (pie les rapports qui existent entre les moyens 
mouvemens des trois premiers satellites, leur ajoutent de nou- 
veaux termes très-sensibles, quoique dépendans des carrés et des 
produits des forces perturbalrices. 

3a 

7. Les terrups de la double intégrale ~.^/zz/^.d/î de l’expres- 
]^icAN. clà Tome IV. 1) 
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sion de cTp du n"" 2 , qui dépendent de l’angle 2 « 7 -f- € — 2 /, 

acquièrent parles intégrations, le diviseur (ji — et étant 
fort peu différent de 2 ^^% ce diviseur est très-petit, et peut donner 
une valeur sensible à ces termes, quoique multipliés par les pe- 
tites excentricités des orbites *, nous allons donc les déterminer. 
Considérons le terme m'^^*Lcos.(zj' — v') de l’expression de R. 

En y substituant au lieu de 7 ', ri t +e'+ 

lieu de v' y a au lieu de /*, et 72/ + € au lieu de on voit que ce 
terme contient la fonction suivante : 

, r'<r/ , /r/^CO\ ^ / X 

171 . CL . ( ~ 7/; 7~ ) \!^ ^ 7Z/+Ê e> 

9.m\ (i .(r . . . , % f \ 

f'J'/ 

— contient par le n® précédent, le terme /^\cos. (///+/ — gl — F); 
en le substituant au lieu de - 777 - > dans la fonction précédente , et 

négligeant les quantités de l’oi'dre 7?i'gy cette fonction produit 
la suivante, 

~ . {a\ — 2 a'. .cos.(///— 2 « 7 -f-£— 2 é'+^>-/+r). 

On a par le n® 4^ 

le terme précédent devient ainsi , 

m' .G .Il , , , . , . . . V 

cos. 2At / 2é f-F). 

Considérons encore le terme m' , cos, ( 2 i^'~ 2 z^) , de l’expres- 
sion de R, Eny substituant a-d- ^^ulieudeV^7z/-f-£+ 

au lieu de 2 ^, e au lieu de v* y et o! au lieu de r'j on voit que 

ce terme contient la fonction suivante : 

m . a , \ J • cos. (2/^7— 272/ + 26 26 ) 

+ 4^î". sin. ( 272 '/ — 272/ + 26' — 26), 
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Substituons dans cette fonction, /j. cos. («/-{-€ — gt — T), au heu 
tic — • nous trouverons qu’elle produit la suivante, 

— 2«'/4 -é — >-ii'-\-gt-\-Y). 

^expression du n* ^ donne en ^ fâiscXnt 72 — — 27? f 

le ferme precedent devient ainsi, 

_ . cos. (77/ — 277'/ -f-6 — 

En le réunissant au terme dépendant du même cdsinus, et que 
nous venons de déterminer, 011 aura dans le tenue 


— ^ 7 ’ + ^ • cos.(72/— -a/z/Z+i — ae'+gt+Vy, 

^et il est facile de voir que Taction de ni' sur m, li’en produit point 
d’autres de ce p;cnrn. 

Maintenant, si Ton observe que peut être supposé égal àTunité, 
dans la fonction ~.//7/7//.di{, de l’expression de cette fonc- 

tion donnera dans en vertu du terme précédent de /?, l’iné- 
galité 


(E/z+ 4. G*'}. sin.(77Z— 2727+6— 2^'4-5-Z+r). 
. Oï—2/i+g-)^ l'a ) 


72' étant à fort peu-près égal à 277% il est clair que Taction de 771* 
sur 721 produit dans cT^** une inégalité analogue à la precedente, 
^ et parconséquerft égale à» 


_ — ^ . G7i'}.siu.(/ï7 — 2«7 + /— 2--'4-S/+n* 

2 . (/i — 2/1 -hgy l'a ) 

L’action de 772 sur 771 y produit encore dans J'p' une inégalité du 
même genre, et que l’on peut facilement déterminer parle n® 65 
du second livre *, car on a par ce n* , en n'ayant égard qu’aux 
termes ^s’agit, 


D 2 
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i\ r rn . \/ a ^ 

= , ./-7 • 

m .y a 


ce qui donne pour celte partie de cTp»', 

?^ni . .\/ a 


{Fh+^.GK} . si n .{îit — 2 n'i i — /-f-g"/ + T) . 
On peut réunir ce terme au précédent, en observant que 

?li — ' ‘271 t 6 — ~ 2t 71 t — ^ 211 i £^— • 2.00^ j 

et que 7i étant à fort peu-près égale à a//', et ^4^ étant égal à 


on a à très-peu- prés 

a 


\/~a' 


271 ^ . — . 
a 


La réunion de ces termes donne ainsi. 


-r/: 


.. , /. 7 ,| 


■ ■ K c'h" }< 


.sin.(/2^ — cLe -\-gi~yry. 


Enfin raction de iii' sur 771 % produit dans le mouvement de 
une inégalité analogue à celle que l’action de 771 sur 771 produit 
dans le mouvement de m' , et qui parconséquent est égale à 

— ■ sin.(«/-'27// + £— 2£'+^/+r). 


Les inégalités précédentes sont relatives à la racine g. Tl est vi- 
sible que cliacune des trois autres racines g,, et ^3 donnera 
dans les mouvemens des trois premiers satellites^ des inégalités 
sembl^lbles. Ce sont les seules sensibles parmi celles qui dépendent 
à-la-fois de l’action des satellites , et des excentricités des orbites. 

8. L’action du soleil peut aussi produire dans les mouvemens des 
satellites , des inégalités sensibles , quoique dépendantes des excen- 
tricités des orbites. La valeur de R relative à cette action con- 

lient, par len' i, le terme — ^^.cos-Can— aCf). Eny substituant 

( ' 

\ 



SECONDE PARTIE, LIVRE VITE 29 
pour r% a’‘.{i + 2 h.cos.(_nt-^i—‘gt — T))-, pour v, ni + 1 

— ■y.h . sin.C«i + « —gt — F) ; D' pour D j et M* pour on aura 
dans jR; le terme 

. COS.(„f_3jl//-f-6— 3Æ+ff?+r). 

4 

La valeur de iîrelafive à l’action du soleil, contient encore le terme 

— En y substituant pour D , D' .{i— H.cos.(^Mt-\- E — !)}• 

H étant le rapport de l’excentricité au demi-grand axe de l’or- 
bite de Jupiter, et I étant la longitude de son periheliej on ob- 
tient le ternie 

♦ 

— . II . cos. ( J// -t- A— 7). 

4 

Si l’on iR^glige le terme ^ de l’expression de R, cju’il est inutile 
de considérer 3 on a 

Cela posé ^ récpiation différentielle (i) du n® 2 r devient, en n» 
considérant que les termes dépendans des cosinus des angles 
Tit — -aJ/z-f-g — et Mt + E — /, et en observant 
et M sont très-petits relativement à ^ 7 ,. 

O = — + --- 5/7.C0S.(77/ + £ gt r)} 

. dt^ CE ^ ^ , J 

— 9J7»./z.cos.(///— 2717/-+-=— 2A-f-57-hr)— ^J/^//.cos.(J//+;?— 7). 

On a vu dans /c n° 3 , que l’expression de ~ contient le terme 
71/^ 

— ~.cos.( 2 ;// — 2 il^/+ 2 fe — 2 ^) 3 le produit 

— 5iV* .~.77 .cos.(///+ € — gt — r) 

contient ainsi le terme cos.(77/ — 2iU7-}-Ê — ), 

”1 
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N* étant à très-peu-près égale a Téquation différentielle pré- 
cédente devient donc 

0 = + ^ • M*./i.COS.(///--2^// + 6 2E+^/-j-r) 

— f .M*. //. COS. ( M/ + Æ — /) ; 

d’on l’on iire en négligeant g et M eu égard à ri ^ excepté dan? 
lü facteur 2M — g^N — à caui^e de sa petitesse , 

"■.F == 4 u'l'Ji + N—n—gj • <^os.{nt — 2 Mt~{-é~ 3 E-{-gr-{~T) 

-f. . cos. (Mi + E-I). 

I/expression de JV du n"* 2 donnera à très-peii-près , en y siibs- 
litiiant au lieu de a*. 


<^^=- ^n.idï+A-n-gr sin.(«/-2;»//+£— 2^:+à'/4-r) 

La première de ces inégalités répond à Vefc^ecfion dans la théo- 
rie de la lune •y mais elle n’est pas unique , et il est clair que cha- 
cune des trois racines fournit une inégalité semblable. 
Cette inégalité se confond dans les éclipses, comme l’évection , 
avec l’équation du centre, et la diminue. En effet , dans ces phé- 
nomènes, la longitude du soleil vu du centre de Jupiter, est 
moindre que celle du satellite , de 200° j ensorte que l’on a 

üMt + 2E -f- 400'' == 2 nt + 2 i-y 

c 

l’inégalité précédente devient ainsi 

(nt + .-gt- r). 

L’équation correspondante du centre est par le n® G, 
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ainsi la valeur de h déterminée par les éclipses, est plus petite 
que la véritable , dans le rapport de i — ^ l'uiiité> 

T. a seconde inégalité correspond à Téquation annuelle du mon- 
vement de la lune : sa période étant fort grande, on verra ci-après 
qu’elle est sensiblement modifiée par les termes dépendans du 
^ctTré de la force perturbatrice. 

En changeant ce qui est relatif à 77z , successivement dans ce <]ui 
est relatif à ni y ni" et on aura les inégalités correspondantes 
des antres satellites. 
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y 


C II IA P I T R E IV. 


inégalités du nioiwemeiit des satellites en latitude. 


«), IIepuenons réquation différentielle (3) du n® a. 

Supposons 

I r ‘ — . cos. (v/ — v) -j- j * 

On aura par le i, en négligeant rexccntricilé de l’orbite^ ce 
qui revient à supposer r=.a. 


\ . m' . < 


ï' (.'H lO } 

4- i .a , . cos.(/ — v)-f-av/C*\cos. 2 (/ — i')4-etc. 

~a^a ,{^ss — ^.(i^+/‘^).cos.(/ — v)-f'/?^^).cos.2(i/' — v)- 


c ^ 

— . ( 1 — 3^* — 35'*-f-3. (i — 6* — 5 ''‘).co5. (uu — 2L/)+i2^»S'.cos. (w — t/) j- 

Si l’on ne considère que les termes multipliés par s, et ceux 
qui dépendent du sinus ou du cosinus de v , termes dont dépendent 
les variations séculaires des élémens dedVirbite*, si l’on observe 
ensuite que te est à très-peu-près égale à a) l’équation différen- 
tielle précédente devient 


dds f 

o=^+s.li+^ 


(r-^0 
“l? 




“ — d) — 2 . . s' , cos,(d — 


Pour 



s E C O N D K P A R T 1 E , E T V R E V 1 1 T. 


Pour intégrer celle équation , supposons 

s ~l + 

=: L' . sin -f- pt -f- j 

. sin — j— pt -f- ’j 

^'"= r . sin.(7/"+ >n/ + A) ; 

U . sin T J — —1— A^ j 
s,~L , siu.( X' + /;/ + A). 

I/éqnalio 2 i clifFércntielle précédente donnera en subslilnant dans 
s , y, etc. , licLi de pt , en comparant entre eux les coclli- 

ciens de A), et en négligeant le carré.dc p^p étant 

une très-petite quantité de l’ordre des Torces perturbatrices , 


iii 


( - 1 ^) 




f . 2 . ina'a . 

/i^ ^ J 


. /■. + J . — . Z' H-i . 2 . /«'.iV . 
ir ' ^ 


Si Ton fait, comme dans le ii* /|9 du second livre, yz=;a, et 


(l — 2 «t.Cü 8 . Ci -+-^* 9 ’" 




COS. ô H- cos. 2 9 -t- etc. ; 


on aura 


a'a'.B^'^= a*. iV’ ÿ 

a 

or on a par les 55 et 59 du second livre^ 

4 r 3m' , /iflt* . b^'? mn, et* .h^p 

(o, 0 =— ■= 

on aura ‘donc 

0 = /. {;? — (o) — — ( 0 , 1 ) — ( 0 , 2 )— .( 0 , 5 )} 

H- (o) . Z. + ^ "i“ (9 > *) • Z' -f- («^ 2 ) . /'+(o,5) . /* . 

On trouv^^Td de >a même manière ^ 

Mécan, GEL' Tome IK, E 
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[7| — (.,()) — ( 1 , 9 .)— 

-j-(i) • 03 • ■ ''''+(*/’) • ^*5 

O — (a) — 0 — "0 } 

4 -(-!) . L +Q[] • • /+('’>0 • + . 

0 =/"'. (/;— (5)— (T] — r*,*')— 0.0— 0^0} 

(j) . Z. + [O3 • A' + ( • /-E ( ^ * ) ■ ^ "0 (^•’ 2) • ^ • 

Il oxisic entre les quantités p , l , T , l" , T" , et //, une équation 
()iii dépend du déplaecmeni de l’é(|ualein' de Jnpiler, en vertu 
des actions réunies du soleil et des satellites. Pour obtenir cette 
ccjualioii, il faut délerniiner la précession des équinoxes de Ju- 
piter, et la nutation de son équateur par rapport au plan fixe. Si 
l’on désigne, connue dans le n’ 5 du cimjuiènic livre, par 0 l in- 
clinaison\le cet équateur sur ce plan, et par ^ le mouvement 
rétrograde de son luend descendant sur le même plan, et conipledc 
TaxeOixe des x : si l’on nomme encore y l’inclinaison de l’or- 
bile de Jupiter sur le plan lixe -, 7 la longitude de son nœud as- 
cendant , comptée de l’axe des x\ >, l’inclinaisoji de l’orbite du 
salellilc m sur ce plan, et 7. la longitude de son nœud ascendant 5 
on aura par le n^ 5 du cinquième livre, en négligeant le carré de 0, 


(/' â. (eT— ■/ — /■•) (• ;t/" . 7 . MM. ( 1 4- 1- ) 1. 

',Tt /^I . c ' 1 -1- ’-i inir .y , .'in. ( 'i -|- 'I ) / ’ 


// étant le mouvement de rotation do Jupiter. On aura pareille- 
ment par le n" 0 du même livre. 


-I-7IP. cos.(Hv'I') [• 

-f- ÿ . mn'*. y, .cos. C, -f-'l ) ' 


La première de ces équations, multipliée par sin. "L, et ajoutée 
ù la seconde multipliée par cos. 'L, donne 


d-C^sin. ') 5.{9.C—J-]1) / ■ cos.'F J. 

' Jt — ' 4,,t' ■ 1 + M‘y ■ cos. 1 -h 2 • am’. y, ■ cos, l. J 


on aura semblable ment 
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d ( .rc)^ ' ) O ■ (p,E — / — //) ( — ( -f- . mid) . ê . siti. T ^ 

~ dt /^i .C *1 4 - J\Py . sin. ; -f- . mir . -y , . mu.'’, j * 

Pour inlcgrer ces deux é(|uations, nous observerons quo la la- 
id ude du premier satellite nui dans le plan de l’ecpialenr tl(‘ Ju- 
piter est au-dessus du plan lixe, — Éi.siu.(i>» -j-E) ; mais cette la- 
titude (\sl par ce (jui précède, ègalt' à une suilc? de termes de la 
ronne /y.sin.(2^ + • nous désignerons ce( (c suite par 

. Zv . sim( + /;/ -f- A ) ; 

la caractéristi(jue sers ant ici à désigner la somme de tous les 
termes de la lorme de celui (pi’elle j^récètie, dont la fond ion est 
composée*, tandis (|ue la caraetéristicjue 2 désigne la somme des 
termes relatifs aux divers satellites. On auni donc 


0.sinU' = — 2!E//.sin.(;;/ + A)*, 

ô . c os.^E ^ ,/v.cos .^ pt —j-“ ^ 

Pare illement, la latitude du sohûl au-dessus du plan fixe, est 
y ,sin.(^ — 7)*, maiscette latitude estégalc Z>' . siu.(E~f-/;/-f-A)i 
ce tpii donne 

y. sim 7 = — sin.(/;/ -f- A)*, 

y .cos, 7 = 2 './v'.cos.(/ 7 /î 4 - A^, 

Ou a pareillement 

. sim 7, = — X\/. siii. ('/;/-}- A); 

,cos. 7, = 2 './.cos.(/ 7 / 4 - A). 


de 


i l’on snb^dtue ces valeurs dans les expressions précédentes 

. ^ d .(Ô . r f 

— -JJ et de ^ ou aura, en comparant séparément 


Si l 

d ^ 

^ dt 

les Gocfïlciens des mêmes sinus 


o — pL + j. . { M' . (L'— r.)-i-S. mn^ .{l—L)]. 


On peut observer ici qii’ea supposant Jupiter un sphéroïde cllip- 
* E 2 
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tique I ou a par le n'" i4 du livre V, 

(or— //) _ 9(p — .>0 ./n . n\ cm ^ 

C ~ fll.W.âli ’ 

n ('faut la dcnsile de la couche elliplique dont le rayon est R, 
lU les inlégrales étant prises depuis /?=o jusqu’à 7? égal à Ihinitil^ 

lo. Considérons particulièrement les équations précédentes^ et 
dunnoiis-lcur la forme suivante: 

O— [/y— (o)— [çr]— (o, i)— (op)— (o/))] . (t— /) 

I ) . ( L — l')+(o, 2 ) . ( L — > ^) • ( ^ ^ j 

O— {/^— ( ' )— Q]— (ï (‘ > 2 )— ( ' ,^)) • (i— 0 

o={/;— ( 2 )— [j^— ( 2 /))— ( 2 , 1 )— O 
+ (2j‘0 {P - — ^ P') pP''y 

o=(;;— (5, 2 )} (/:—/'") 

+(5,o) ; 

}. 

Il faut réunir a ces équations, celles qui déterminent le dépla- 
cement de l’orbite de Jiipiler, et qui donnent les valeurs de p et 
de // correspondantes à ce déplaccraciil sur lequel l’action des 
satellites n’a point d’iiiflncncc sensible. 

Les valeurs de p qui sont relatives au déplacement de l’équa- 
teur et de l’orbite de Jupiter, sont beaucoup plus petites que celles 
qui dépendent des actions mutuelles des satellites ^et de Jupiter, 
comme on le verra dans la suite*, on peut donc négliger alors p 
vis-à-vis de (o) , (o^i), (i), etc. Dans ce cas, si l’on suppose 

/>-/=A . 

L — l' — X' . (/._//); 

(Z — Z')*, 

Z — r=A". (Z — Z')) 



SECONDE PAIÎTIE, LIVRE VUE 57 
les quatre premières des équations (//) donneront 

O = ( (o) -f- -f" (<>>0 + 

— (o, ,) . À' - (o,a) . X" _ (o,.'*,) . X'”- g ; 

_(.,0).X-(.,3).X”-.(i,3).X'»-[T); 

O = { (2) + 00 + (3»o) + (2, l) + (3,5) } . X" 

— (2,0) . X — (2, i) . X' — (2,3) . X'"— ; 

® —(('•) + [^ + 0 + 

— ( 3 ,o) . X — ( 3 , 1) . X' — ( 3,3) . X"-— j^. 

On defcrmiiuna, au moyen de ces equalions, les. valeurs de 
À, A', a" el à'". 

La lalilude du satellite m, au-dessus do l’orbite de Jupiter est 
égalé à une suite do termes de la forme (/ — /y). 8 iii.(/+;^/+A); 
elle est parconsé([uent égale à 

1 ' . (/ — //). sin.(o 4 -/;/-f- A). 

Si l’on n’a égard qu’à la partie de cette expression , qui dépend du 
déplacement de l’équateur et de l’orbite de Jupiter ; on a, comme on 
vient de le voir , L — /=A.(/y — //), d’où Ion tire 

En n’ajant donc égard qu’à cette partie, on a 

2 ' . (/ — TJ) . si n . (o + + A) = ( I — A) . 2 ' . {L — TJ ) . si n .(/’+;?/ -f- A \ 

Si le satellite étai^ mu dans le plan de l’équateur de Jupiter; 
sa*lalitudc au-dessus de l’orbite de Jupiter serait 

2 . ( /^ — TJ) . K)\ 

la partie 

(i — A). 2 \( f. — /'/).sin.( 2 ^+/?/+ A) 
de l’expression de la latitude du satellite , au-dessus de l’orbite 
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(le Jupiter, est donc la ladlude qu’il aurait dans la supposition 
où il serait mu sur un plan passant entre les plans de l’c^Hjiiateur 
et de l’orbite de Jupiter, par la commune intersection de ces 
deux plans, et dont l’inclinaison sur le plan de l’orbite de Jupi- 
ter , est a l’inclinaison de l’écjuatcur de Jupiter sur la meme or- 
bite , comme I — A est il l’iinili^. Soit, comme dans le n' 7 du 
livre V, 6' l’inclinaison de l’(‘(|ua(cur de Jupiter sur son orbite, 
— la longitude de son nœud descendant sur cette orbite, cette 
longitude étant comptée de l’axe des :ig la partie de la latitude 
du satellite /;?, au-dessus de l’orbite de Jupiter, et relative aux 
seuls (léplacemens de cet orbite et de l’équateur, sera 

(a — I ) . 6' . sin. ( i’-|- 'L'), 

Ce résultat est analogue h celui (|uc nous avons trouvé pour la 
lune, dans le n' aq du livre YII; mais pour la lune, 1 — A est 
très-petit, au lieu qu’il diffère pende runité, pour les satellites 
de Jupiter. 

1 )éterminons les valcm's de 9, 6' et dépendantes du dé- 

placement de l’équateur et d(' l’orbite de Jupiter. IS'ous observe- 
rons d’abord , que l’on satisfait à très-peu-près aux é(|uations (// ), 
en y faisant 

7;=o; /=(1-A). r.; A")- A r=.(i-K"'). L-, 


la dernière des équations (ff) donne alors 

p ^ . 3/2 -g 7 ^ . /i’ 777 ' . //a , h' -{-771 . 71 ^ . //'-f- 711 "' . /z"* . a" ] ; 

/\l c 

et la valeur de L reste arbitraire : nous la désignerons par — L , 
et nous nommerons 'p, la valeur précédente ^e p» Nous aurons 
ainsi, en ii’ajant égard qu’à cette valeur, la latitude du satelliie 
au-dessus du plan iixe, égale à — ' L. sin. (r -J- '/?/+' A), 'A étant 
la constante arbitraire relative à 'p. Mais cette latitude est pa- 
reillement égale à — 9.sin.(2^-l-'^)7 J'od Ion lire 


6. sin.'T= '/y . sin. 

û. cos.'L= '7i . cos. ( 7 ?/ -J- 'A). 
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^pt cxpritue la procession moyenne des équinoxes de .Inpilcr-, mais 
la vraie précession, est modifiée par le déplacement de l’orbile de 
Jupiler, comme on a vu dans le livre V , que le déplacement de 
réciiptujiie modifie la précession des équinoxes sur la terre. Pour 
déterminer ces modifications, nous observerons que la dernière 
des écjualioiis (//) donne 

{p — 'p) . // = o J 


P étant ici une des valeurs de p relatives au déplacement de lorbite 
de Jupiter, Cette équation donne 


Li 




P— P 


et parconséqiient , en n’ayant égard qu’aux valeurs* de relatives 
au déplacement de Torbitc de Jupiter, on a 

0 . sin. •/; . 2 . E 

r y, 

A f . c<)'> (pt-^SPS 

ô . cos. L* = 'n . 2 ' . 

^ P— P 


Eu réunissant ces valeurs aux précédentes, on aura 

6 . sin.'L = ’/y . sin,(’yy/ + ’A)-f“V^ • 

9 .C0S.L'=:'/y .COS, ('/7/+'A) + 7^ • ^ 

D’où il est facile de conclure, 

0 . sin . (L-—’/;/) =L. sin. * A + T . J - cos. {pt—'pl + A) j 
0 . cos.(L— 7 ;/; co^. ' A— 7 ; , 2 ' J'h'dL . sin . {pt—pi + A) • 


Or on»a par ce qui précède , 

. sin. 7 — r . A/ . sin .(/;/ 4- A) ; 

y.coSfl^ ^'./>',cos.(/?^ + A); 


ce qui donne 
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y .sin.( 7 +'pO = — '1\L' ,ûn,{pt — 
y,cos»( 7 -^r'pO ~ ^\L\cos»(pt — 'pi -f- Ap- 
pariant 

6.sin,('^ — 'pt) =’Z.sin.’A 7 -^'pt)-, 

0.cos.('^ — 'pi) — 'L. cos.' A -j~>'pjyià,sm.( 7 +'pt). 

On aura au mojen de ces deux équalions, Texcès 'SP' — 'pty de la 
précession vraie des équinoxes de Jupiter, surla précession mojenne, 
et l’inclinaison 0 de son équateur, au plan fixe. 

La latitude du satellite m y supposé mu dans Péquateur de Ju- 
piter , étant — 0.sin. et sa latitude au-dessus du meme 

plan , en le su|rposanl mu sur l’orbite de Jupiter, étant .sîn.( 2 ^ — 7Pj 
la diHérence de ces deux latitudes, sera la latitude du satellite 
supposé mu dans le plan de l’équateur , au-dessus de l’orbite de 
Jupiter^ mais cette dernière latitude est— 0'.sin. (i^-j-'^'P j on 
a donc 


—0 . sin. + . sin.(i^ — 7)= — 0'. sin. 

V étant indéterminé, si on le suppose successivement égal à —y/, 
«t à loo^ — 'pt\ l’équation précédente donnera 

0'. sin.(^— 'yu/)=0 . s\n.{^—'pt)—y . sin. (7+>/); 

0' . cos. ("F" — 'pt)=Q . cos.('i^ — y0+? • cos,(7-f-*yy/). 

Ces équations feront connaître la précession *1^' et l’inclinaison 
6' de l’équateur, rapportées à l’orbite de Jupiter. 

11 suffit pour les besoins actuels de l’astronomie, d’avoir les 
valeurs de ces quantités, en séries convergentes pendant deux ou 
trois siècles. Prenons pour plan fixe, celui de l’dibite de Jupiter 
au commencement de lySo, et fixons à cet instant l’origine du 
temps t. Prenons de plus , pour axe des a; , la ligne de l’équinoxe 
du printemps de Jupiter, à cette époque. Supposons ensuite que 
l’on ait, en réduisant en série, et négligeant le carré de/, 

y . sin, 1 — aty 
y , cos.7 = bty 
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a et Z» étant des constantes faciles à déterminer par les foinniles 
du déplacement de l’orbite de Jupiter, données dans le sixième 
livre. Les érpiations précédentes donneront 


‘A=:o; 

■Y = 'pt-, 9 = ’Zi j 

— fi' = 'L + bt. 


Ensorfe que 'L est rincliaaison de r(5qiiatciir à Porbite de Jupi- 
ter en lySo. 

Enfin J si ron nomme l’inclinaison de Porbife du safellitc w, 
au plan fixe^ et 7, la longitude de son nœud ascendant', on aura, 
lors(jue Pou ne considère <juc les quantités relatives au déplace- 
ment de l’orbite et de Péquateur de Jupiter, 


L — — I À . ( Zv Zy ) J 

ce qui donne 

l = ( I — ' A) . Tj~\“ X « TJ \ 


d’où il est facile de conclure 


y, . sin.7, = (i — A) . 9 . sin.'i" + A . y . sin,7 ; 
y^ . cos.1, = (A — i) . 9 . cos.'i" + A , y , cos»7. 

Ainsi, en n’ayant égard qu’au déplacement de réqiiateur et de 
l’orbite de Jupiter^ ou aura 

y^ . sin. 7i = (î — A) . 'Z/ . 'pt , at 
y^ . cos. 7, :::n. . '/y-j— A . bt* 

Relativement aux valeurs de p qui dépendent de Paelion mu- 
bielle des satellifbs, L' est*nul*, puisejue Porbite de Jupiter n’est 
point déplacée sensiblement par l’action des satellites. On peut en- 
core négliger la valeur de L relative à ces valeurs, en égard aux 
valeurs correspondantes de/, T, etc.; car il résnlle delà der/iiere 
des équations (//) , que la valeur de pL est muJiipliée par le petit 

facteur clic est donc de l’ordre du produit de Pcllipti- 

cité de Jupiter,, par les masses des satellites, quantités que nous 
Mkcan. ckl. Tome IV. l’' 
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avons négligées clans ce i|ui précède", ainsi, nous pourrons négliger 
plt, et (o).//, par rapport à(o)./, (i)./, etc. Les cjuatre pre- 
mières des é(jua(ious (//) deviendront alors 

Ü= [p — (o) — [2^ — (o,i) — (o,a) — (o,">)j . / 

-f- (o, i) . / -1- (0,2) . l" + (o,"!) . -, 

ü=:{/;— ( t)— [1] — (1,0) — (1,2) — (l/.)) . l' 

+ (1/)) ./ ^ J 

o = {/’ — (2) — Qi] — (2,0) — (2,1) — ('î,j)) . i ' 

+ (2,0)./ -^(2,.) . /' + (2,2) . 

0=:(/) — (2) — Q] — (2,0) — (^,1) — (>,2)} . r 

.--f- Ch^) • é -E ('»>') • ' '■> 


•Si l’on suppose 

/disparaîtra des équations précédentes qui donneront quatre équa- 
tions entre les indétcrniinées C et p , d’où l’on tirera au 

moyen d’une équation du quatrième degré. Soient p, /?,, 
les quatre racines de cette équation, et désignons par 


l[> (" > Cl’ Cl’ Cr*’ Cj’ Ci’ Cj’ 


ce cpie deviennent 'C , lorscpie l’on y change successive- 
ment p eu p,,p^ et supposons ensuite que s, s', s" et s'", au 
lieu d’exprimer comme ci-dessus les latitudes des satellites m , m', 
in et m" , au-dessus du plan fixe, expriment leurs latitudes au-dessus 
de l’orbite de .hipiter, latitudes qu’il importe surtout de connaître 
dans le calcul de leurs éclipses j nouo aurons 


s — {'h — i) . 0' . sin. ( î’-f- E') 
-(- / . sin.(i> pt h) 

— f- é, . sin-( î’ “E ) 
-E4 • 8in.(i>-E/’./ + ^») 
-E /j . sin.( V fit hi) 
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5 '==: (à' — i) , 9'. siii. 

-f- ^ . sin. ( V pt — A ^ 

+Cl • A.) 

. sin. ^ "4" ^^ 3 / -f“ A 

/ — ( X" — I ) . ô' sin. ( 

+ . siii. (;/+/?/ + A ) 

+ . 4 . sin. (z^''4-/x/4- A.) 

■"j— . 4 . sHi» (p “4" Aj) 

. sin. A 

+ (^'". / . sin,(//"+/^/ + A ) 

+ ^|". /, . 6in.(/^''+/X^ + A,) 

+ sin. 

+ . 4 . sin. (/'+/;./ + A >)• 

Les constantes ly /., 4, A, A., A^ cl A. sont luiit arbilraires 
que robservatioa seule peut délerminer. Si l’on veut avoir les 
latitudes des satellites an-dessiis du plan fixe , il sufiU d'ajouter aux 
valeurs precedentes de s y «sp à"', leurs valeurs, dans la suppo- 
sition où ces astres seraient mus sur l’orbite menic de Jupiter. 

Il, Considérons présentement les inép;alités du mouvement des 
satellites en latitude, qui dépendant de leur conti^urallon mu- 
tuelle, acquièrent de très-petits diviseurs, parles intégrations. Fl 
ost clair que les termes dc*J’é(piation différentielle ( ^) du n^ 2 , 
qui dépendent d’un angle très-peu différent de Py acquièrent de sem- 
blables diviseurs', or si l’on ne considère que la première puissance 
des inclinaisons des orbites, tous les aJigU'S des dilTéjam.s termes 
de cette é(|uation sont compris dans la rornic‘/.(/' — 2 '')’^ P • étant 
très-peu diflereiU de ^ 2 ;, l’angle l (p — p)àzp différera Ircs-peu de v, 

si I • ce qjii donne ou 1 , ou / 5. Dans le cas de i > 

b* 2 
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l’angle dont il s’agit se réduit à 2 ^, et dans le cas de /z=z5 ^ cct angle 
se réduit à ^jp — /\p • Nous venons d’('\aniiiier le premier de ces 
deux cas, dont dépendent les variai ions séculaires de l’orhile*, il 
nous reste donc à considérer les inégalités dépendantes de l’angle 
5e— 4r'. 

L’expression de R contient le terme 7 // .^^'\cos.(4n — 
lerme — ^ l’équation difTérenlielle (5) du lY' 2 , pro- 
duit donc, en y faisant ^=/.sin.(i^+/^^ + ^ substituant 
^ au lieu de /, et a au lieu dc^,, le terme 

Il ^ 

/[in . . L . sin. (4^ — /\p') • cos. Çv-\-y^ v + A 

i 

Eai substituant^^- pour v\ ce que l’on peut toujours faire, lorsque 

l’on néglige les excentricités des orbites^ la fonction précédente 
donnera par son développement , le terme 

2 ?n . aA ^^] . / . siii. ( ^p — — . — - . v — a\ 

Le lerme l’équation dinércntielle (5) du n’ 2 donne 

les suivaiis, 

711 ,a\i . . - 5 . •^os.(4n — 40 — -B‘'^^*«s^co$.(5p — *, 

d’oLi résulte dans l’équation (5), le terme 

1 i . (Zjîf^^+2i('’)./).sin. (^i>v — ^ V — 


Cette équation devient ainsi, en n’ayant égard qu’aux termes dé 
pendans de l’angle 5p — 40 ’ ' 


. T.-0. , , 


1 


r ’ . a\/ . (Z?C5) q. /?( -)) j . /| 

^\.a^a' J’ 


fr. 4 ^' ^ 

1 . ( aw — — 
\ n 


V — A 


A/ étant par le n'’ 9 , égal à 


1 + 2 



7i» ' » ^ 


3 . 
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Ou a par le n° 49 tlu second livre, 

. rt’.ci'. — i a* A9'-, 

» î 1 

la forninlc (û) cia même n*' donne 



çf Ton a par le même n% 

236 . — ( I -f“ ût* ) . 

!_: L.; 

7 7 

d’où l’on tire 

— 2X , — - et’ , et* . ; 

j. T. i * 

l’cquaiion dilTêreiiliellc precedente devient ainsi 

°=ï + • ^ + 7 • • If • (^-0 . ( 3 . v-;-| . v-a) ; 

ce qui donne en intégrant 

.V— S .t— 

Le diviseur est égal à { ^ — 7,- — + A, | . 1 3 ^ — 1| ~ A4 1 • 

2 étaut (rès-pelil, A, étant très-peu difi'ércut de l’unité, et n étant 
^ à très-poii-prid^ égal k 2 y.' ) le facteur a — , est tort 
.pé{ît7etle lacleiir 3 — — |] + A, est à (rcs-peu-près égal à a; 
ce qui donne, en restituant y' pour 7 . 13 , et t pour 

m' . «V if ( r - / ) . Mil . (31' - 4*''— pf - A ) 


4 .( 3 - 


n n 


-A) 
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11 est clair que les différentes valeurs de p, de l et 1 ', donnent dans 
l’expression de s, autant de termes semblables au précédent. 

Ces inégalités de s surpassent considérablement les autres qui 
résultent de l’action des satellites sur in, à cause de la petitesse de 
leurs diviseurs -, ce sont parconséquent les seules aux<iuellcs il soit 
nécessaire d’avoir égard; et cependant, nous verrons dans la suite, 
qu’elles sont insensibles. L’action du soleil produit dans la valeur 
de s une inégalité (jue la petitesse de son diviseur peut rendre sen- 
sible : cette inégalité dépend de l’cingle — 2Î7; et l’on trouve 
aisément par le n” 9, (jue l’écjuation différentielle eu i devient, 
en n’ajant égard (ju’à elle seule. 


® ~ ^ ^ + 17^ ' (L'- /) . sin 

(l’oii l’on tire en intégrant. 



s 


33P 

4/1^' 


(L'— /).sin/v— — .V — 

^ \ Il n 


n n 



En réunissant donc les parties de s dépendantes des configu- 
rations des satellites et du soleil , on aura 


s 


m' . . ( Z' — O • — 4 ^"' ) 






( / ) sin . ( 1' — Q.U — pt — A ) 


n ' n * 


chacun de ces termes, étant supposé représenter la sôu'.me des fermes 
semblables , correspoiidans aux diverses valeurs de p. 

Dans les éclipses du satellite ui , U étant égal à fort peu près 
JJ — 200® } la seconde de ces inégalités se réduit à 


. sin. + 

^ , 
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Lorsque les valeurs de p sont relatives aux mouvemcns de l’enjua- 
leur et de Torbite de Jupiter , on peut négliger /;, eu egard ail/; 
de plus, la somme de tous les termes (/y' — /) . sin.(2^’+/^/+^^) > 
est alors égale à (A — i) . 6' . sin.(i^+'L' ) ; l’inégalilé précédeule 
devient donc 

— O • i*5n.(e4- ‘fO 

. 

il 

ainsi rinclinaisoii 6' de Eéquafeur a l’orbite de .Tupifer, conclue 
par les éclipses du satellite 7 n , doit être diminuée dans le rap- 
port de l’unité à i H 

Considérons de la meme manière, les inégalités périodiques du 
mouvement du second satellite, en latitude. Reprenons pour cela, 
l’équation différentielle ( 5 ) du n"* a ; elle devient, relativement 
au second safellitc. 



TX étant ce que devient/? relativement à ce satellite. T. es termes 
de cette équation différentielle (}ui dépendent de l’angle wi — j//, 
acquièrent un petit diviseur, parce (jue v étant très-peu différent 
de le coeflicient de v' , dans Tcinglc 2v — 37 , diffère très-peu 
de l'unité; il importe donc de considérer ces termes. En n'ayaut 
égard qu’à eux seuls, il est facile de voir par le 9, que l'équa- 
tion différentielle précédente devient 

• J.m/.sin. (21^— ^ o'" — A)- 

+ ÿ . a'®, a . /?C0 . 7^/ . sin.^si/ — 3/ — . 7 — A 

iVf étant ce que devient relativement à in , et les vabmrs de 
etc. étant les mtancs pour /?' que pour /?. Ou 
aura donc par* le 49 du second livre , 
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0 : 


thh' 


kK-^'+ 


0' 





. m/ 




On a par le n° cité^ 



ce qui donne 



? 


./+ I .711. (/ — /').sin. — 3/ — /— ; 


(l*ou l’on tire en in((5grant 

TTiA.h^p .(/ — ï) . sin. (^.v' — 3i /' — ^ . v' — 
c' ^ V / 

4.(5-5. 


71 




0 


I>’action du troisième satellite ajoufe encore à l’expression de 
lîji ferme qui peut devenir sensible par son petit diviseur, et 
qui est analogue à celui que l’acfion de ni sur m produit dans 
l’expression de s) en nommant donc ce que devient rela- 
tivement au second salellite comparé au troisième^ on aura pour 
la partie de s dépendante de l’actioii de ni\ 


s' 


m " . a ''^ . (/" — /' ) . . sin . (5/ — — pf — A ) 



On peut réunir dans un seul les deux termes de l’expression de 
qui dépendent de l’action du premier et du troisième satellites j 
en effet, on a à très-peu-près, comme on l’a vu, 

V — + 2Z7'’ = «00° 3 

ce qui donne 

sin. (3/7' — /^v'" — pt — A) =sin. ( 2 v — 3/7' — pi^A). 


Si l’on joint à ce terme celui qui dépend de l’action du soleil, 
et si l’on considère que l’équation 7i — 3//'4-2//"=:o, donne 

^ — 3=5 — ^-} on aura pour l’expression des inégalités du mou- 
vement 
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vemcnt du second satellite en latitude, relative aux conligura- 
lioiis mutuelles des satellites et du soleil, 




— ^ — ^ .sin. {2V—Zv'—pt-^K) 

ZM\ (L'—F) .sin.(v'—2U—pt—\) 


On trouvera de la même manière, pour Texpression des inéga- 
lités correspondantes du troisième satellite en latitude , 




sin. ( — 5 / — pt-^A ) 


. {IJ — l") . bin. (i/" — o^U — pt — A) 

+ + 

Enfin la même expression devient relativement à s*, 
3 M' , ( L! ‘ /'") . si rï . (i/* — a f ' — pt — A ) 


N" et Vf' étant ce que devient V, , relativement au troisième et au 

quatrième satellites. On doit appliquer au dernier terme de cette 
expression , et aux termes semblables des expressions de s' et de s", 
ce que nous avons dit sur le terme correspondant de c’est-à- 
dire que dans les éclipses, il sc confond avec celui qui dépend 
de l’inclinaison de l’éciuateur à l’orbite de Jupiter, etqu’ainsi, 
il dimiimpi%fCtinaison cohelue de ces phénomènes. Ou doit ob- 
sej3&»f'^corc , que dans toutes ces expressions , on peut suppo- 
ser sans erreur sensible , 


A.: 







Mkcan. ciL, Tome IV. 


N:—x 





^ 5 ^- 

G 
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CHAPITRE V. 


Des inégalités dépendantes des carrés et des produits des 
excentricités et des inclinaisons des orhiles. 


12 . Tl suffit clans le calcnî de ces inégalités , d’avoir c'gard aux 
inégalités séculaires analogues à celles que nous avons détermi- 
nées pour les planètes , dans le n" 5 du sixième livre. 11 résulte 
de ce n'" , que si l’on n’a égard cju’à l’action de ni sur m , la 
partie de unR) dépendante des seules inégalités séculaires , est 

— |.(o, + .^^'.cos.(^' — 

y, et y[ étant les inclinaisons des orbites de m et de ni^ sur le 

plan fixe , 7, et 7' étant les longitudes de leurs nœuds ascen- 
dans sur ce plan. 

La partie de a/z.-R , dépendante de l’action du soleil, et re- 
lative aux inégalités séculaires, est par le n° i , 

- i,\o\.{e^+ir ~ y+2y. ,y,cos.( 7. - 7) ^ >“}. 

» 

Enfin, la partie de an, R, dépendante de l’ellipticité di,i spi^- 
roïde de Jupiter, est par le méinen*", 

^ cos. (i'+7,) 


On aura donc 


>: 
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I |^((o) + [^+(o>i) + (o,2) + (o^ 3 )} co^.^sr | 

( — j] • . d\ cos. tir" — |ô^ . 6^'". c os. ■tir"' ( 

. . K(o)+0-f-(o, !) + («>-)+('’>’*)} ) 

— f^’'l ‘^’ • — |o,^ .6'". sin.'Sr" — .c” . sin.-îêT*! 

w cos7) + 

• ' (4-(^>)‘â»cos.'i^ — [^.,}/. co 8 . 7 — (o,i).y\cos.T^ — (o,2).y\cos.?' — (op). 

+d.(y .sin.7 N U(") + 0+("’*) + K2) + (o,")}.>,.sin. 7 , 

^ — (o). 0 .siij. 4 ^ — sin.7 — (o,i).}/\sin. 7 ^ — (o^?).^''.sin. 7 i — (o^ 5 ).^* 

On a par le 6, * 

e . sin. ^ = — h , sin. + i") — etc. ; 
e . cos.^ = — h , cos. igt^V) — etc. \ 

les équations entre h, li, etc., du cite , donneront ainsi les 
suivantes ; 

= {(«)+E + (o.O +^2) +(o, 5 )) .c.cos.-ar 
— -tir" — . c * . cos. -tir^ \ 

{(^) + [^ + (<>>0 + (^^2)4“ (o, 5 )} .e.sin. ^ 

+ [ô", 7 ] . e\ sin.'tèr' + [ô^ . c\ sin.<îér"-{-[^,^ .6‘'".sin.<tir"'. 

On a ensuite 

S-=ny^ . sin. (i^ — 7,}. 

F.n coraparaijJ^ette écjua^tion à cclle-ci , 

/ . sin.(i^ + ;;/+ A) .p. /^ . sin. (2^ + A,) 4- etc.; 

on a 

y, . sin. 7 . = — • / . sin. (/;/ + A) — etc. ; 

5/, .cos. 7 , “ / . cos. (/?/ + A) + etc. 

Les équations çntre /, etc. du n'^ 9 donneront donc les suivantes: 

Ga 


.cos, 


.sin. 
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''i-^^'-^==-{(o) + 0 + (o,O+(o,a) + (o,5)}.>,.œ^^ 
-"(o).9.cos,i^+[^.7^.cos.'’-j-(ü;,i).;/;.cos.7;+(o^2),j/.cos,7;'+(o^5).j>7.cos.7f 

= { («) + [oj + (»> 0 + -*) + (o, 5) } . > , . sin . 7 . 

— (o).9.sijj .'^ — } '.sin.7; — (o^2),j//.sin.7;' — (o,3).}7,sin.7" 

En snbstiluant ces valeurs de . (<? . sin.^), c/ , (e : cos.^) ^ 
d (y, . sin. 7,), ^^(>i • 7, J, dans l’expression précédente de 

. d/?’, on trouve qu’elle se réduit à zéro. 

riepreiions maintenant l’équadon ( 2 ) du n° 2 , ou plutôt sa 
dilTéreutielle d’oii nous l’avons tirée dans le n" 4 ^ second 
livre , 

ci.Cvr d Sr-\-di.SA 7)an /i , 9.an / dli\ 

LLli == O-»..//- ■+— + 

dt Ÿ 1 — e* 

On peut ici Taire abstraction du diviseur V i — c% et le sup- 
poser égal à l’imité* A la vérité^ si le numérateur renfennait une 

constante g y elle produirait dans ^ le ternie à raison 

de ce diviseur développé en série, et il serait nécessaire de con- 
server ce terme. Mais la constante produirait dans à , le terme 
gt y et alors, lU \^t serait plus le mojen mouvement dem, ce qui 
est contraire à nos suppositions-, il faut donc que la constante^^ soit 
nulle, ce que l’on peut toujours faire, en ajoutant une constante 
convenable à Tintégrale JàR. 

Si Ton n’a égard qu’aux inégalités séculaires de e et de ^ ^ 
on a ' " 

r = U.(l (?.C0S.(77/ + £ — <î?r}-, 

— at . j^.cos. — zr) +(;.^.sin. (/7/+t — ‘zr)| 3 

ce qui donne, en ne conservant que les termes multipliés par t 
sans sinus et cosinus de ni y et négligeant les diJEférences^et-^^ , 
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qui sont incomparablement plus pelites que ^ et 


Q.r.d. ^r-\-dr.^r 
à\mlt 




d (e.&\n.''r ) 


dt 


• ^.sin. 


d. (e.cos. t) 
dt 


}■ 


En diflércnciant et négligeant les difTeixiices et les produits des 
quantités et 


d.{9j\d.^r-^dr. 
. ndt"^ 




e,cos,‘^. 


f/(e.bin..v) . d(e .cos.‘T3^) \ 


En substituant au lieu de 
précédentes; on aura 
</. (9.r.d. b'-f d/'- '^b') 


d. (e.siri. ^ 7 ) 


dt 


— et de 


d. (<'.cos. v) 
dt 


, leurs valeur# 


--i • {(0)4-04- (o,i) + («^ 2 ) + (o, 5)) .e* 

. [0)71 .et’'.C0S.(-5l' ÎS-) J. [o^Tj . cV.COS. (ûr'’ îsr) -£.[Ô)^ .i;"6’.COS.(5 


Le terme /àR est nul par ce qui précède : il résulte du n'^ 5 
du livre VI > qu'en ne considérant que l’action de 7 / 1 ' sur , 

et faisant /a = i , la partie constante de mul- 

tipliée par les carrés et les produits des excentricités et des incli- 
naisons des orbites, est égale à 

^m'n . ee . cos.(.a | .a> . {-j^) + ,u >. j 

4- ^ V . (^^)} • b ; — ; ■ î . • cos.(i; — 7) 4>';] • 

• L’m;i<i<ffrT!es satellites m"' produit des termes analogues, 
^1?a(dion du soleil produit dans terme 

— 3.0. (c’+//*— + 3 ; , 5 / .COS. ( 7, — 7 ; — 

Enfin la partie de dépendante de relliplieilé de Jn- 


-Z0-). 
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pitcr, produit le terme 


Z.{o).[e^ — 9* -aî)/, .cos. ("1^+7, ) — y] -, 
on aura donc ainsi l’expression de Pour avoir celle de 

iL6i' . . Ail 

ou, ce qui revient au meme, de la projection de cTl', sur 
le plan fixe, et divisée par dt-, il faut, par le n° 5 du livre VI, 
ajouter à > la quantité 


|5/,.cos.7,. 


d .(y i .sin.'?,) 
dt 




ou 


— 7 •{(o)+[3 + (o>0 + (o.2)+(o,3)}./ 

|.(o).9.) ,.cos.(i^-}-7,)+î- [o] -». .cos (7, — 7 )+î(o,i). 5 /,>' .cos.(7,— 7;) 
+ l.(o,7.).y,.y“.cos.(1 7;')+i(o,3) cos.( 7,— 7;). 

En rassemblant ensuite tous les termes de et intégrant j on 
aura 1 équation séculaire du satellite ju. On doit observer ici que 
= (j.cos.^)* + (t’.sin.-^)'' ; 

ec . cos.(a7' — — cos.^ . c . cos.-tzr'-f-f^ . sin.^ . e' . sin.<Tîr'. 

Par ce qui précédé, ^.sin.^ur est égal h la somme des termes 
— /i.sin.(^'-t + r) — //, .sin.(jÿ-,/-f-r,) — etc., et c . cos. <!sr est égal 
à lasonime correspondante — /z.cos.(^/-f-r) — h, .cos.(g,t+T,) — etc. 
e •sin.'sr', c' .ccs.‘î:r', etc. sont les sommes de termes semblables j 

on aura ainsi dans l’expression dc^^^, i\ des termes constans ; 

2 °. des ternies multipliés par les cosinus' de 2gf. / -i- sT , , 
fe"— + etc. On pourra négliger les termes con^tfwî; 

pareeque les termes qui en résultent après l’intégration , étant 
proportionnels au temps , ils se confondent avec le moyen mou- 
vement de in. On doit appliquer les mêmes considérations aux 
termes dépendans des inclinaisons des orbites. 

i5. Les termes les plus considérables de l’expression del’équa» 
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tion séculaire de //z, sont relatifs aux variations séculaires de ré(|iia- 
tCLir et de l’orbite de Jupiter: ils sont analogues à ceux d’oii ré- 
sulte l’équation séculaire de la lune , que nous avons développée 
dans le septième livre. Pour les obtenir, il faut substituer dans 

cl rTy 

l’expression précédente de , les valeurs de ^.sin.?, y cos. 7, 

’Ÿ, 9, ;.,.sin. 7,, etc. trouvées dans le n'^ lO. On aura ainsi, en né- 
gligeant les termes constans , et supposant cpie rcxcentricilé 11 
de l’orbite de Jupiter développée en série, est égale à //,+:7-d-ctc, , 
//*, étant la valeur de à l’origine du temps / , 

^ = 4[T].(i— xy-'T-.-Z-/ — 6 .(o).A\'7:.6^ 

-f- (i — . A . {(o) -f- + (O)0 4“ -j- (o,5)j I j . 

— \.K.(o').'L.hl — ^ .(ï — A).|^. 'Tj.hl 

+ 1 '(o, O-Kz* — 

. (0,2) . (f A— I ) . A"+(A"- 

+ î • (o> • ( (Z^— I } • A"'H-(A' — 1 ) • Z } . . Z-Z— 4 • 0 . //, . cl ; 

d’où il est facile de conclure au mojen des équations entre A , A', A", 
A®', données dans le n'" lo , 

= 4 . C I— A)* . 0 . Z>z— 6(o) . A' . . bt —/^ . [o]] . //, . cl ; 

ce qui produit dans , ou dans le mouvement du satellite /// , 
Péquation séculaire , 

2 .(i — — 5.(o).A'‘'. '/y.Zz/‘ — a .c/’. 

Nous observerons ici, que relativement aux trois premiers satel- 
lites, IriTfipf qui exi»îtcnt entre leurs mojens mouvemens , 
chag^îjKîftfconsidérablement leurs inégalités séculaires, comme ou 
verra dans la suite. 

Lorsqu’il n’j a qu’un satellite, on a par le zr lo. 
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Dans la llicorie de la lune, est incomparablement plus grand 
que (o)j on a ainsi à très-peu-près , 



ensorte que X diffère très-peu de l’unité; ce qui réduit l’expres- 
sion précédente de l 'équation séculaire , au seul terme — 2 .[o].//,c.f*. 

En substituant l-~, au lieu de [o], elle de vient — g,, c/’’; ce 

qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé dans le n° 23 du 
livre VU. 

Après les termes que nous venons de considérer , et qui doivent 
à la longue devenir très-sensibles , les plus grands sont ceux qui 
dépendent des produits de ô/, 6'/, etc. ; car on verra dans la suite, 
que 1,1', etc. sont de petites quantités dont ou peut négliger ici 
les carrés, sans erreur sensible. Considérons, cela posé , le terme 

2-0 2».. C0S.(7.— ?)+>.;}, 

de l’expression de U est facile de s’assurer que 

i'b“-2>>..cos.(7.~7) + 5.;} 


est égal à la partie indépendante de v, dans le carré de l'expression 
de la latitude de m, sur le plan de l’orbite de .lupiler. Nous 
avons donné cette expression dans le n" lo: en développant son 
carré, en sinus et cosinus de ï» et de ses multiples, et négligeant 
les carrés et les produits de / et de on trouve pour le double 
de la partie indépendante de ces sinus et cosinus. 


t+4.cos — 'p')4./j.cos.(;e3t-frA3^<i".')) 


le terme précédent de produit 


donc le suivant : 


Considérons 
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Considérons ensuite le terme 


— 5 .(o).{fi"+' 29 .j^,.cos.(i^+ 7 ,) +>*}. 


L’expression de la latitude du satellite au-dessus du plan de 
l’équatcur de Jupiter , est 

X.Ô'.sin.(2^+'I^') + /.sin.(2; + ;?/+ A) + 4,siii.(;^-f-/?,^ + A,) 
4-/a‘8iu.(/^ -|-^j/-|-A ) -f- /j.sin.(i^+/;j/ ■+• A?); 

il cTi/ 

d’où il est facile de conclure que le terme précédent de pro- 
duit le suivant: 


7, cos. K — + /, . cos. (yc? 7 -f- A , — 

+ 4 . cos. (p.J -f- Aa — 4^') -f-Zj .cos. (/73^-Î- Aj— ) 


Considérons encore le 


terme de 


d.\ 

dt 


{a^a'.£<0+a^a'.(‘I^)}. {j,;_ .cos.(î;-7, ) + >;•}. 


Nous observerons que .cos. 7' — ^».cos. 7, et ^'.8in.7'— j ,.sin.7, 
^tant de l’ordre A qui est une très-petite fraction relativement 
aux satellites de Jupiter, le produit 5 .* — 2 }'y^»cos.(V ^ — 
ces deux quantités est de l’ordre A"*, et qu’ ainsi on peut le né- 
gliger sans erreur sensible. 

d 

Considérons enfin le terme de 


f . |>,.cos.7,. 


dt 


.sin. 7, . 


< 7 ( 7 , .C03.7, ] 

Jt J 


Il est facile^^^g>a^assurer qije l’on a 

^ 7, = (A — i) . 0' . cos.'i^'+Z. cos.(;?/+A)+ctc.— . cos, 7 } 

5 ., .sin. 7, = — (A — i) .0'. sin.'i^' — /. sin.(/ 7 /-f-A) — etc. — sin. 7 j 

le terme précédent produit ainsi les suivans: 

, > NC' //?^.cos.(;)t 4 -A— î 

•—J . (A jJ ^') +P3-^3 C0S.(/)3^+A3 — 

Mécan. cél, Tomç, IV* H 
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Maintenant si l’on réunit ces différens fermes, et si l’on intègre; 
on aura pour la partie correspondante de cTr/, 


C-.sin.(pt+A— — + ) 

J't,— _{6 .(o).X+/|.(i— / > 

\ W -T-i V y i_jj J^.i^,i„.Q,^,4.A,_'^')+^.sm.(p.£+A3-'V)\ 

t. /» •' 

1 > / fl' (/•sin.(f)£ + A— ■'[■') + A sin.(/>.£ + A, — '!') 1 

'i A— 1'') + /s-siii.Q'ji + A3 — 'i')f 


Cetfe partie de cf'r' est peu sensible , et l’on peut n’y avoir égard 
qne relativement au quatrième satellite. Elle doit être modifiée 
relativement aux autres satellites, en vertu des termes dépendans 
du carré de la force perturbatrice. 

Si l’on transporte cette expression à la lune , où l’on a vu que 

X — 1 — et relativement à laquelle p est à très-peir-près égal 

, m 

à 1^ ; on a 


. (o) . — . sin.(<y+E^ — 


équation qui coïncide avec sa correspondante trouvée dans le n' 29 
du livre VII, en supposant dans celle-ci l’obliquité de l’écliptique 
très-petite. 
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CHAPITRE VI. 


Des inégalités dépendantes du carré de la force 
perturbatrice. 


i4‘ Nous avons déjà considéré dans le chapitre VIII du second 
livre, la plus remarquable de ces inégalités. Elle dépend, comme 
on l’a vu, de ce que dans l’origine, la longitude •mojenne du 
premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois 
celle du troisième, a très-peu différé de la demi-circonFéreiiee ; 
et alors, l’attraction mutuelle de ces trois satellites a sufli pour 
faire disparaître celte différence. Nous allons reprendre ici cette 
théorie délicate, par une autre méthode; lui donner plus de dé- 
veloppement, et déterminer son influence sur les diverses inéga- 
lités de ces satellites. 

Si l’on considère les orbites comme des ellipses variables; Ç re- 
présentant la longitude moyenne du satellite m , on a par le lE 65 
du second livre , 

(ld( — ^andf . d/?. 

Ne considérons dans l’expression du mouvement des satellites, 
que les termes dépendans de l’angle rit — 5/// + + é — 

et qui ont pour diviseur (/z — 5// , l’extrême petitesse de 
ce diviseur pouvant les rendre sensibles. J1 est clair que 5a/zi//.di? 
i^nferrng^a4^*’tf?rtermes dépendans de l’angle dont il s’agit; ces 
Requièrent par la double intégration, ce diviseur. Mais 
ils ne peuvent être introduits dans p, que par l’expression de car 
il est facile de s’assurer par Einspection des valeurs de de , z/zjr, 
//ê, dd i etc. données dans le chapitre III du second livre, qu’elles 
ne peuvent produire dans v de semblables termes , du moins si 
l’on n’a égard qu’au carré de la force perturbatrice. En ne con- 
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sidérant donc c|nc les iermcs qui doivent par les inlcgrations 

acquérir ce diviseur ^ on aura 

d(kz=z^audt 


On aura pareillement 

ddd'— 3a rf . dt . à" B!') 

R' el K étant ce que devienl R relativement aux satellites et ni, 
et les caractéristiques d, d', d" sc rapportant respeclivement aux 
coordonnées de 77 /^ maintenant déterminerlestermes de 

d/?^ d^jR'", qui dépendent de l’angle nt — 3 iï 

Les expressions de R, R! , R" ne renferment point d’angles dé- 
pendans de c — elles ne donnent par leur développement , 

(pie des termes dépendans des rayons vecteurs, des latitudes, des 
élongations v—^v', V' — , v — 'r"y des satellites et des multiples 
de ces élongations. Mais en y substituant au lieu de r, v, r* , etc. 
les parties de leurs valeurs dépendantes des forces perturbatrices ; 
il peut en résulter dans dfl, dVi^, des termes de l’ordre 

du carré des forces perturbatrices, et dépendans de l’angle 

— 372V + 272''/ + € — 3 ^'+ 2 é^ Nous avous déterminé précédem- 
ment les perturbations de r, v, v, r, 2^'’; et nous avons vu dans 
le n® 4 que les principales inégalités de r et de 27, dues aux forces 
perturbatrices dépendent de l’angle 277/ — 277V j que celles de r et 
de v' dépendent des deux angles ni — tt t cl 277'/ — 2/2"z^ enfin, que 
celles de et de d ’ dépendent de l’angle n'i — ifL Ces inégalités 
acquièrent par les intégrations , de très-petits diviseurs qui les 
rendent beaucoup plus grandes que les autres inégalités, ensorte 
que l’on peut ne considérer qu’elles ^dans la qvj,e^ion présente. 
Quelques-uns des argumens de ces inégalités, en se"''fcr«^iTbinant 
avec les élongations des satellites, et leurs multiples, ,par"^;lr 
dition ou par soustraction, peuvent former l’angle ni — 3 ?ït-\- 2 n”t. 
Les argumens et n*t~ 7 it ne peuvent visiblement le 

former par leur combinaison avec les angles v — v' , v — v\ v' — v\ 
et leurs multiples, en j changeant v y v' y v*' y dans ni -j- g, , 

ainsi dans tes expressions de d/i ^ on peut se 
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dispenseï- de considérer les pertiirbafions des satellites in et ??i'' y 
il snflit d’avoir égard à celles du satellite ?n\ Son inégalité re- 
lative à l’angle a/?7 — 2 //V , eu se conibinaîit par voie de sons- 
Irâelion avec J’aiigle v — r, et son inégalité relative à l’angle 
nf — ///, en se combinant de la même manière avec l’angle 21 ^' — a//, 
prodiii’içnt des termes dépendans de l’angle 

?lt 5/2^ / -l— a/2 / — 1“ t Ofc —J— 2 é • 

Considérons le tmue ni — y) de l’expression de R. 

En ii’ajant égard qu’à ce ternie^ on a 

d R = — m . ‘ 7 r/c . si n . (c — ;•') + m . . f/r . c os . (c — v) . 

Si l’on liégligc les perturbations de m et les ex<îentricilés des 
orbites, on a (/r=o et di^ — in/ty partant 

d /? = — 7?i . . nd, sin.(x^ — v') ; 

ce (jiiî donne dansdT?, les fermes de l’ordre du carré des forces 
perturbatrices , 

ni . . ndt , S'd , cos.(i' — v')— /n' . • sin. (c — v). 

On a par le n* 4> considérant que les perturbai ions dé- 

pendantes de i’aiïgle 2 tii — 2a/7, 


n' .m\ F' 


P. . (pii — 2n — JS') 
n ' . in . F' 


. cos» (2 /z7 — 2îl't -j- 21 •— 2c) y 


S V : 


' un' — un — A' 


. sin. { 211 ' i 271 t + 2€' — 2i). 


En substituant ces valeurs dans les termes précédées ; en ne con- 
• serran termes dépendans de /// — 5/27+ 2/f7 , et obser- 

va at que 71 est à fort peu près égal à 2 / 2 ' j on aura 


'xi/dtAR^ — 


on^ 




8 . — <un — A'7 


.(//“.biri (/i/ — 5/ér-f-2/é7-|-e-^3ê+ 2 '), 


On a à très-peu près par le ir 4, 
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de plus^ ^ 27 f est égal à n — n\ du moins à très-peu près ; 
ensorte que leur différence est jusqu’à présent insensible j on aura 
donc, en changeant 7z^-f-e, ///+é', ^espectivenle^tdans 

V , Vy 2'\ ce qne l’on peut faire ici , et en substituant ddif au lieu 
de oujidtARf 

La partie de R relative à l’action de r?/' sur ?n, ne renfermant 
que des termes clépendans de l’angle v — d' et de ses multiples; 

elle n’ajoute aucun terme à cette valeur de 


Considérons présentement le terme ?îi.A['^ ,cos,(v — 2/) , de la 

partie de l’expression de R' qui dépend de l’action de m sur m% 
comme on l’a vu dans le n"" 4 » En n’ajant égard qu’à ce terme , 
on a 

à'R! z=zm,A ['^ . dd . sin.(v — d) + m,dd .cos. — r'). 

Cette fonction développée renferme la suivante , 


. ^/cT/. sin.(v — w.r/cTr'. .cos.(v — d) 

En substituant pour cTr' et cTv', leurs valeurs précédentes, et ob- 
servant que /z" = 7 . à fort peu près, et que l’on^cT^^kr^e n® 4 j 
d’une manière fort approchée , 




on aura 


fT f fj. AfTif . m . m" .F' G .(h* . / \ 

3 <i' . nldl . d'A'= 
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On peut observer ici , en comparant les deux expressions pre- 
cedentes de 5 andl,dRf et de 5 d/idt.d'R', que Ton a 

O := jn, dR -f- , d'R' ; 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans le n® G5 du 
second livre. 

La partie de R relative à l’action de m" sur ni renlcriuc le 
terme 7/i"..^2r^cos.(a2;'—-.2z^'). En n’ajant égard qu’à ce terme, 
on a 

d'R=— 2 in\ 

Cette fonction développée renferme la suivante, 

— 2 m\ ndt. S' r \ • sin .(2 / — 2 dJ^r . . c os . ( 2 / — 2 . 

On a par le 4 > en ne considérant que Taction du satellites 
sur ?n', 

«Td m.n'.G . , 

— _ , cos. ( 77 / — 77 / 4 -é— .fe') 

a 2.(/i — n — A ) ^ ^ 

is f m.n .G . . . , . , . 

év =-;^n>-Zrfi' •8in.(///~«/ + ê — £ ); 


— 2v")-{-m"dr' .(i~^.co%.{2v' — 2 /), 


En observant donc que 72 = 277' à fort peu près, et que Ton a 
par le n° 4 l’équation très-approchée. 




on aura 


. 71 dt . d'jR' = - - L ,F'G • sin. { v — + 2/ ). 

02. (Ai Il — A) ^ •' 

En réunissant ces deux valeurs de Sdn'di ,d'R^ on aura 
- 2 F = • -F • s*n. +2. ). 

II nous res^e à considérer la valeur de d^R'’. liC terme de 
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dépendant de 2 p — 2 / est , par ce qui procède , égal à 
7?i\A'^^hos,(2u' — en n’ayant donc egard qu’à ce terme, 
on aura 

à''R'—wi'.A'^'\dv\%m .( 2 /— . cos. ( 3 /' 1. 

Cette fonction renferme la suivante, 

En substituant pour S'i/ et cTr', les parties ^dc leurs valeurs qui 
dépendent de l’angle nt—rit^ et observant que 77 '=^/^, et 
if —\n à fort peu près 3 on aura 


Zd\n\ltA^Ki 


Zn^ .mm .F G. a , . » , , „v 

"“7r;-7 7 — T/T" • —sin.r V— * ) ; 

64 .( 71 — 7i'— A') a ^ \ 


d’ou il est facile de conclure qu’en n’ajant égard qu’à l’action ré- 
ciproque de ni et ni y on a 


ce qui est conforme au 11 ° 65 du second livre. On a donc 


Soit 


àdv Zii' . mm' . F' G 

dt^ " 6'4. (71 — n' — A') 


^ . sin.(e — 5/+2P»''). 


J Zn.F'G (a / ^ . Q n , 77) 

^ = — ü-7 7 — . \-T-ni ,m L 

8 .( 77 — il — A) la '4 4 ^^ ■* 


et nommons <p Tanglc v — + on aura, en réunissant les 

1 1 ddv Z.ddu , Q..ddv" 

valeurs de 


dd(p 

~dl^ 


A'.n*. sin. 


i5. On peut supposer dans cette équation, k et n* constans, 
parceque leurs variations sont très-petites^ son intégrale donne 
alors 


dt:=: 




VZ c — 2k. n* . cos. 9 ‘ 
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c étant une constante arbitrairo dont la valeur peut donner 
lieu aux trois cas suivants : 

1°. Cette constante peut surpasser 2l\n*, abstraction faite du 
signe; alors elle est nécessairement positive : l’angle ±(p croissant 
indël^niment, il devient égal à une, deux, trois, etc. circon- 
férencet; 

La Lpnsta.nte c peut être moindre, abstraction faite du 
signe, que 2/cV, k étant positif. Dans ce cas, le radical 
f c — 2kn\cos,(p dev ent imaginaire, lorscjuerbf est égal a zéro, ou 
a une, deux, etc. circonférences; l’angle (p ne peut donc alors 
qu’osciller autour de la demi-circonférence i laquelle sa valeur 
mojeiine est égale; 

3 ^. La constante c peut être moindre , abstraction faite du 
signe , que 2k?i^ , k étant négatif. Dans ce cas , le radical 
V c — 2/(vz\cos.(p devient imaginaire, lorsque =fc(p est égal à un 
nombre impair de demi-circonférences; l’angle cp ne peut donc 
alors qu’osciller autour de zéro , eiisortc que sa valeur moyenne 
est nulle. 

Le cas de l’égalité entre c et peut être censé compris 

dans les précédens : il est d’ailleurs infiniment peu probable. 
Voyons lequel de ces différens cas a lieu dans la nature. 

Nous verrons dans la suite, que k est une quantité positive; 
ainsi le troisième cas n'existc point, et l’angle ±(|) doit ou croître 
îndéliniment , ou osciller autour de la demi-circonférence. 
Supposons 

Ç SS 'Tt dbz ^ ; 

'X étant la demi-circonférence dont le rayon est Tunité ; nous 
, aurons ... , 

■ — . 

c -j- . cos. qg 

Si les angles db(p et 'tsr croissent indéfiniment, c est positif et 
plus grand que 2kn^\ on a donc dans l’intervalle compris depuis 

jusqu’à m égal au quart de la circonférence, dt < ~ * 
Megan, cel. Tome IV. I 
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et parconséquent t < — ^ l’angle ^ em- 
ploierait à parvenir au quart delà circonférence, serait moindre 
que — Nous verrons ci-après que ce .tems est au-dess^ s de 

* on.\/iik 

deux années- or depuis la découverte des satellites, v Ta 
toujours paru nul, ou du moins très-petit; il ne e iiit 

indéfiniment, et il ne peut qu'osciller autour .nsorte 

que sa valeur moyenne est nulle. C'est ce ation con- 
firme, et en cela elle fournit une preiivi .t remarquable 

de Tattraction mutuelle des satellites de J . : ... 

De là résultent plusieurs conséquences , nportantes. L’équation 
V — donne en égalant séparément à zéro, les 

quantités qui lie sont pas périodiques , 

lit — t * 4 “ - 4 " 6 — 5 / -j- 2 S^ 'Tt ; 

d'où l’on tire /Z — 3 /z'- 4 - 2^^"=o. Ainsi, le moyen mouvement 
du premier satellite, plus deux fois celui du troisième, est rigou- 
reusement égal au triple de celui du second satellite; 2'*. la lon- 
gitude moyenne du premier , moins trois fois celle du second , 
plus deux fois celle du troisième, est exactement et constamment 
égale à la demi-circonférence. Le meme résultat a lieu relative- 
ment aux longitudes moyennes synodiques; car on peut dans 
l’équation 

77/ — O/Î^t — 1*2/2^/ -4- 6 — inTTr. 

rapporter les angles à un axe mobile suivant une loi quelconque ^ 
puisque la position de cet axe disparaît dans cette équation y 
on peut donc y supposer que n't^e, expriment 

des longitudes moyennes synodiques. ^ 

De là il suit que les trois premiers satellites ne peuvent jamais 
être éclipsés à-la-fois. En effet, 7?/+ê, 72'/+ g', étan^ 

supposés exprimer des longitudes moyennes synodiques , on a 
dans les éclipses simultanées du premier et du second satellites , 
77/ + € et 77'/ -j- g' égaux à l’équation précédente donne donc 


2ri!'t -f- 3 ;r ; 
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ainsi la longitude moyenne du troisième satellite est alors égale 
à I 'rr. 

Dans les éclipses simultanées du premier et du troisième, nt +. i 
et sont égaux à ce qui donne 

3/z7 + 3/ = 2 tt ; 

ainsi la ongitude mojenne sjnodique du second satellite est 
alors , dans les éclipses simultanées du second et du 

troisième satellites, + + sont égaux à 'Tty ce qui 

donne 

La longitude moyenne synodique du premier satellite est donc 
nulle alors, et au lieu d’être éclipsé, il peut produire sur Jupiter 
une éclipse de soleil. * 

On a vu dans le n*’ 4 que les deux principales inégalités du se- 
cond satellite, produites par les actions du premier et du troi- 
sième, se réunissent en vertu des tliéorêmcs précédons, dans un 
seul terme qui forme la grande inégalité que les observations 
ont indiquée dans le mouvement du second satellite; ces inéga- 
lités seront donc constamment réunies, et il n’est point à craindra 
que dans la suite des siècles elles se séparent. 

Sans l’action mutuelle des satellites, les deux équations 

n ~ + 

6 — 2ti 

ft’auraient aucune liaison entre elles; il faudrait supposer d'ail- 
leurs, qu’à l’origine, les époques et les moyens mouvemens des 
satellites ont été ordonnés de manière à satisfaire à ces équations, 
ce qui est infiniment peu vraisemblable; et dans ce cas même , 
la force la plus légère, t^lle que l’attraction des planètes et des 
comètes, aurait fini par changer ces rapports. Mais l’action réci- 
proque des satellites fait disparaître ces invraisemblances, et donna 
de la stabilité aux rapports précédons. En effet, on a par ce qui 
précède, à Torigine du mouvement 

~ — aÿ!:.cos, (e — Ss'-f-aé''}, 

n* ' 

I a 


dv 


3 . di/' , 2 . dv" 

' nài * ndt 


=*1/ 
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c étant moindre que 2 kn^-y il suflit donc pour rcxactitude des thé - 

rcmes précédons , qu’à l’origine, la fonction 
été comprise entre les limites 

+ 2^-.siii.(Y . Ê — |è +e'') 

— 2k, ^in.d . f Z + é") 

et pour la stabilité de ces théorèmes, il suffit actions 

étrangères laissent toujours la fonction précé es limites* 

Les observations nous apprennent que l’a est très-petit, 

et qu’ainsi l’on peut supposer cos.-^^s i soit donc 

n\k ^ 

6 étant une arbitraire, à cause de l’arbitraire c qu’il renferme j 
l’équation différentielle entre <îcr et / donnera 

Ç . sin. ( 72/ . K ^ ^ ) 3 

^ étant une nouvelle arbitraire. 

Le mouvement des quatre satellites de Jupiter étant déterminé 
par douze équations différentielles du second ordre •, leur théorie 
doit renfermer vingt-quatre constantes arbitraires : quatre de ces 
constantes sont relatives aux moyens mouvemens des satellites, ou, 
ce qui revient au meme, à leurs moyennes distances : (piatre sont 
relatives aux époques des longitudes moyennes: huit dépendent 
des excentricités et des aphélies, et huit autres dépendent des in- 
clinaisons et des nœuds des orbites. Les théorèmes précédons éta- 
blissent deux relations entre les moyens mouvemens et les époques 
des longitudes moyennes des trois premiers satellites, ce qui ré- 
duit à vingt-deux, ces vingt-quatre arbitraires. C’est pour y sup- 
pléer, que l’expression de ^ renferme, les deux nouvelles arbi- 
traires 6 et 

Si l’on reprend la valeur précédente de ^ en y substituant 
'ft + Ç.sin.(/z/. y k^\^A)y au lieu de 2 ^ — on aura 


ddv . m' . ni' . F' G 

W — " A') • 


.Ç.sin.(«/ k-i- yi)', 
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qui donne en intégrant et négligeant les constantes arbitraire* 
n fout partie de I’épo(jue et de la longitude moyenne , 


c' 


3/7^. m' . m . F' G 
8 . n'-k . (ji — n — A'O 


^ k + A)', 


'ment, en substituant pour A: , sa valeur, on a 


^ C.sin. ( nt. \/k J) 

^a ' . ni a" . ni 
^a.ni .m 


* + 


On trouvera pareilkment 


Za . m 


, /^a. ni 


y .^.sin. (nt. \/Ti^A^ 


qr/ -771 a .ni 
/^a . ni /\a . nî' 

^.C.sin. (n^. {/k-j-A) 


^a.in 


fu O . ni 

4.a. ni' 4 ^ 1 . ni' 


Les trois premiers satellites sont donc assnjetis à une iiu^galité 
dépendante de l’angle nt,y Les observations seules peu- 

vent lixor son étendue qui dépend de Varbilrairc et l’instant 
où elle est nulle, et qui dépend de l’arbitraire A. Celte inéga- 
lité mérite une attention particulière de la part des astronomes : 
on peut la considérer comme une libration des mouvemens moj^ens 
des trois premiers satellites, eu vertu de laquelle la difTérencc des 
deux premiers, moins le double de la diirérenee du second et du 
troisième, oscille sans cesse autour de la deriii-circoufércncc : 
par cette raison , nous désignerons cette inégalité sous le nom de 
libration des satellites de Jupiter. Elle a beaucoup d’analogie 
^vec la libration du spliér/ide lunaire , dont nous avons donné 
Tanalyse^dans le chapitre II du cinquième livre : elle remplace, 
'îiomme felle, deux arbitraires des longitudes mojennes^ elle est en- 
core insensible comme elle, ce qui tient aux circonstances particu- 
lières des mouvemens primitifs des satellites. 

Les rayons vecteurs des trois satellites sont assujélis à la même 
inégalité. En effet, elle produit dans l’expression du moyeu mou- 




c’est la variation du rayon vecteur r ^ dépendante de l’inégalité 
précédente. On obtiendra de la même manière, les variations cor- 
respondantes de r' et r\ 

i6. La libration des trois premiers satellites de Jupiter modi- 
fie toutes leurs inégalités à longues périodes: elle donne à leurs 
expressions une forme particulière qui les lie entre elles , et 
qui est un cas très-singulier de l’analyse des perlurbations. Sup- 
posons que A.sin.(//-j-o) soit une inégalité à longue période, du sa- 
tellite m , qui aurait lieu si elle n’était pas modifiée par l’action 
des deux autres satellites. Soient A'. sin. (//-)- o) et A'^.sin. 
les inégalités correspondantes des satellites m' et \ ou aura, eu 
n’ayaut égard qu’à ces inégalités. 


^ — X . sin. (it + o) -, 

ddv «a . / • . V 

— X , sin.(i/4.o); 

ddif" 

— i*. X". sin.(ù+o)-, 


Mais on a par ce qui précède , en ne considérant que l’inéga- 
lité de la libration , 
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7 » 


ddv 

'dF 


k.n*.s\n. (v — 3/-|-îîv") 
^a^ni am * 
* ' 4(imf 4^171* 


En I. '^unissant ces deux valeurs 


J ddv 

ne on aura 


ddv kn^.f\î\. (v — 3/-f-2v") 

dt’^ . Qd'fn . d'm 

i •4“ ' — — - J- 


-/\A.sin.(zV+c?)* 


Soient donc Ç.sin.(// + o), Ç'.sin.(// + ^) et Ç'^.sin.('/V + o) , 
les in( 5 gaUtt 5 s de v, v* et v\ dépendantes de it-\^Oy et modi- 
fiées par l’action réciproque des satellites. En supposant v — 
égal à 

/ 7 r«j-,(Ç — 3 Q'+ 2 Ç 0 *sin.(//+o) \ 

on aura 


ildv 

dV^ 



, qt/m , d'/n > . sill. (//+ O ) *, 


d’où l’on tire, en substituant Ç. 8 in.(//+o) pour y, dansie pre- 
mier membre de cette équation , 


O = A I /<n‘.(Q-5(y + aQ'') 
^ ,>Y, 4 .âfZ‘ 4 .. 1 L'"V 

\ 4(im' 4^^^^'/ 


On trouvera de la même manière 


O ' — X'- 


V — ^ 

f, 1 1 ^ ’ 

8Ê ‘“- 

V ~A -f 



Ces trois équations donnent * 
Q^5Q'^2Q'^1 
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parconséquent 



hn^ . ( A— -f- îîX*) \ 


, , / . qo'm a' ni \ > 


sin. (iV + o)-, 



3a' + 2\") 

/^ani 



c^a'm a' ni 
4ainf ~^ani" 



/ qa m ani\t 


% 

+ 


Oa doit faire ici une remarque importante. I/analjsc prece- 
dente suppose i beaucoup plus petit que ou //' — 2 //'. 

En effet , pour pouvoir changer , comme nous l’avons fait dans 
le n* ï4 > /2/ + f J y y respectivement en v y v y v\ 

dans l’angle nt — 3/z7-+-2/2"/ + € — + il faut que le meme 

r h' 

cliangcment soit permis dans les expressions de et de dV' , 

dont nous avons fait usage dans le n® cité. Ces expressions dé- 
pendent des angles z?/-— '6% et 2 //V+ 2 t' — 2 /. 

Considérons d’abord la partie de dépendante de l’angle 

jjt — «7 + e — é'. On a par le n° 3, en n’ajant égard qu’aux 
termes dépendans de cos.(r— . 


/cT/ 


de 


■ N'\~+P.co%.{v-~v'), 


P étant un coefficient constant. Si l’on substitue pour Vy z;/+€ 
+(1.8in. (//+<?), et pour y',7z7 + Ê' + (^'.siu .(//+(^)3 on aura en 
développant co8.(i^ — v') , en série , 


O 


d\dh' 

a'\de 


N'*» -^ 7 ^ — \^P • cos.(zz^ — «7+6 — -g') 

^ , cos.(zz^ — «7+6 — ) 

, CflS,(>2/~«7 + 6 — é+it+o ) J 

d’où 



« p« ™ppo„^, 

~ pT^r^CZïVÔ ■ ‘^°®’ ("<--^i'^+« — e') 

+ -£_l£n£) , 

cos. {nt-n't^,^é~.it^o\ 

- - , 

^.- r« -„'_ A.^,).cos. 

Si I*oü suppose - 

/I— ^ssez petit pour pouvoir êtrp n^rri* / 
erreur sensible, on aura “'^oiretre négligé «ans 


/£/ 

« *' ■ 


^ . (rt ■ 


/ï r COd 


cos. 7/^-f 

((> ~~ffl fC03.(/it 
^ COS. (nt 


('“~"‘+ — -'+ù-ho)}j 


///___ P 

«" ■~rt~(^_„'_/v-y • cos, (</—</'). 

correspondante de 

/7r(rt— • siu,(2/ 

O,, app,,,„.,, ,a 

dépendantes de l’angle a«'/~ 2«V ^ ^ ^ ^ 

veraque l’on j peut changer semhlaKI et l’on Irou- 

« /+=", respectivement da!s i-' et j.' 
que les inégalités de et de p' déieT V'". “ 

conque /r+o, dans lequel s es^ «ugle quel- 

OU n'-^ 2 n\ eaucoup moindre que 

L’inéplité dépendante cle M14.F r 
, mince dans le n" 8 est .t« . — ^ que nous avons défer- 

dix lois plus grande que celle dlTI^ ’l étant environ 

<Je cette inégalité, ie daL le 

rant a celle-ci A. sin.0V+c.}, ‘^^“Pa- 


3il/ 


A' 

MiCAN. C£L, îb/TZ^ 




19 .^ 


.rii 

K 



74 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

d’où l'on tiie 

A _ 3A' + 2X'' = . flr. 

n ^ 


on a donc, en n’ajfant égard qu’à cette inégalité. 


crp= 

JV'= 


)M C , Zktl* 'i rr • 

— . jl + ; T, — “l./ir.Sr , '-f/ - -—•7)5 

" i o+p+ÿî)! 

\M i ^ani.kn^ 


i .sin.(M/+JB— 7)5 


12 .M 


Zifm kn^ 


- 3., ,«m" . ( 3/‘- An^) . (. + 1~ + 




Nous avons délerniiné dans le n° 12 les inégalités séculaires 
des satellites. Leurs parties les plus sensibles sont celles qui dé- 
pendent des variations séculaires de l’orbite de Jupiter et de la 
position de son équateur. Les valeurs de i qui leur sont relatives, 
sont très-petites, ensorte que l’on peut négliger /% eu égard à 
on a donc, en ne considérant que ces inégalités. 




(a — 5 '-f- ) 

^am am 
^ani /{am" 


sin. (/V+o) J 



J.. 


A". 


5(éé».(A — 5 '-{-P. ") 

'/i 

• \ /yain'J) 

'm 

m' /{ani J ' 


Sain 


a'’m.(A — 2\") 


•■( 


' +4L' 


sin.(//+ o) 3 


sin,(//+o) 3 


.la caractéristique X' se rapportant, comme dans le n'‘ 9, à toutes 
lies inégalités de la forme sin,(//+^)« De là on tire ' 


P — • 3 ^'' + 2 p "=0 3 

ainsi les inégalités à longues périodes , dans lesquelles i* est 
considérablement plus pelU que kn'" ^ ne troublent point les rap- 
ports que nous venons d’établir sur les longitudes moyennes et 
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sur les moyens monvemens des trois premiers satellites: par l’ac- 
tion mutuelle de ces corps, ces inégalités se coordonnent de ma- 
nière à satisfaire à ces rapports. C’est ainsi que nous avons vu 
dtlas le n** i6 du second livre, que l’action de la terre Sur le 
sphéi nde lunaire, fait participer le mouvement de rotation de 
ce sphénoïde aux inégalités séculaires de son mouvement de ré- 
volution, k maintient par-là l’égalité de ces deux moyens mou- 
veniens. 


Keprésenlons par C.t', C'.t* et les équations séculaires 

des trois premiers satellites, dépendantes des variations séculaires 
de l’orbite et de l’équateur de Jupiter, et meme de la résistance 
de l’éther , et qui auraient lieu sans l’action mutuelle de ces 
corps. On aura ces équations séculaires, en développant en sé- 
ries, 2'.Â.sin.(// + o) , lE'.X'.sin. (z/ + o) , 2'.À'^.sin.(i/+o) , 

jusqu’aux secondes puissances de t, et en observant que les terme'=; 
des séries , indépendans de t se confondent avec les époques des 
longitudes, et que ceux qui dépendent de la première puissance 
d(î t se confondent avec les moyens monvemens. Les expressions 
]M‘écédeiites de v , v, v% donneront ainsi pour les expressions des 
écpiations séculaires modifiées par l’action réciproque des sa- 
tellites , 


( 


(C— 5(7+20 
i^a'm am 
' ^am' /\am 




t 


{ 


C 


5a'm.iC-7iC+9.C’) 


4am' .Q +~ 

am. (C 


a ni 
4am" 
3 C'^qC") 


m 

/\ani' 


'àarn 


0 


q«m a ni 
j^ani ^ojn" 



*Ces valeurs peuvent être Employées sans erreur sensible, pendant 
plusieurs siècles, et elles suffiront pendant long- temps aux besoins 
de l’astronomie. 

ly. Les rapports presque commensurables des moyens mouve- 
mens des trois premiers satellites ajoutent des termes sensibles aux 
équations (/), (i), (i"), du 6, qui déterminent les variations 
des excentricités et des périjoves des orbites. Reprenons en effet 

K a 
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les valeurs de <// et de df du n° 67 du second livre. Elles doimenÈ, 

en observant que /a= i à fort peu*près, 

rf.(e.cos.‘ar)= ^2£=.{a.cos.t^+ie.cos.^jr-He.cos.(t/--®-''^i' 

' ' y\ — e*‘ 

— a^ndt . I— e* . sin. v . -, 

/ dl{\ 

J,(e.sin.'îir)=— -^^^.{ 2 .sin.î> 4 -fe.sin.OT-f-' • n.’-' "®‘))-(‘ 3 ir/ 

-{- a*ndl.^ I — . cos. V . 

Si l'on néglige l’excentricité e dans le second membre de cette 
équation , et si l’on ne considère dans R que les termes 

C0S.(2t’ — 2p')', 

0 / 

la première de ces équations donnera , en y substituant 
au lieu de /*% et /zZ + é-f- cTa', au lieu àe p , 

d, (e . cos.^) = 4 andt . . sin. (a — 2d) . cos. ^ 

— a^ndt . m' . (^) • cos, (ar'— 2<^') . sin, t' 

ndt . • sin.(w/H-ï) — J'(^.cos.(///-l-i) 

4- 4 ndt . ~ . sin , (n/ 4- e>. 

Ne considérons dans le second membre de cette équation , que 
les termes dépendons de l’angle nt — ara't + e aê j et observons 
que l’on a à très-peu-près par le n” 4, 

IIL — ^ üLltZ — _ . co3.(2nt — 2«'/+2e — as') 

Û» 2.(2/l— îiAl iV ) 

__ — - y . sin. ( 2nt — an'/ + as — 26').j 
271 — Q.n — A' 

et que l’on a par le même n'. 




SECONDE PARTIE, LIVRE VITE 77 
on aura 

d.Ce. cos. -7^)==:— . { i ^^-7 jr [ sin. (nt^nn t + e — a - ). 

La loqgitude moyenne dans Tellipse variable, est augmentée 
par le i.*’ <7, de termes qui deviennent sensibles à raison des 
grands div'seurs qui les affectent , et qui dépendent de Tangle 
— Soient 

Ç ,sin,(/2f — gt-^V)) 

Q ' . sin.(/// — 2n't +6 — + f') i 

les termes de v et de v y dépendans de cet angle. Il faut augmen- 
ter ni et 71 L respectivement de ces quantités dans le terme pré- 
cédent. 


m .F.udt ( (o) ) • ✓ ^ /y 1 

— • . { I —, jr.J . SlU.é/?/ 2 n / + £ 26 V, 

P. t 2/1 — 211 — Ai ^ 

et il en résulte dans l'expression de //.(/?. cos. <^) , le terme 

”-T^- {— =^f=îv! 

On a par le n° 6, 

e . cos.-tîT = — h, cos. {gt + f ) ? 

il faut donc augmenter la valeur de kg donnée par l’équation (/) 
du même n“ , de la quantité 


in . F/l 

ii- 

(°) 

_î 

4 ■ 


2/1 — 2/1 ' — 

•A/ 


j.(2Q'-Ç); 


ce qui revient à retrauclier celte quantité, du second membre de 
cette équation. Le terme ^ 


m' . F/l 

4 


(o) 

2/1 — 2 // — A 


(=<?-<?) 


est de Tordre du cube de la force perturbatrice; mais à raison 
de la grande ellipticité du sphéroïde de Jupiter, et de la corn- 
inensurabilité tris-approchéç des moyens mouvemens des deux 
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premiers satellites, la fraction est à-peu-près égale à' 

il est donc necessaire dy avoir égard. 

L'expression de d{e,cos.^') donne pareillement, en vt iv ^ 
dérant dans R que les termes 

„ ^ m' . . cos. + 7 Ti * . ' ' l ’ )f 




d,{c' , cos. . ndt . 77 i . . sin. ( 

—CL' . n'dt.m . (^p-) • cos.(t'— y) . sin.z»' 

+ 4 j' . n'dt . m’ . . sin.( — 2/) . cos.n' 

—a''. 12 dt . m" . • cos.(2t^'— 2/) . sin. d 

— n'dt. . sin.(n't-i-é)—n'dt.^-^^^ ..<S'd . cos.(«7-l-é') 
+ 421 dt. ^-^r~ • 


or 011 a par le n'* 4 / 

r'St' m.n.G 


Cl"' a.(/i— U — IS') 


t TTV . / f , 12 i. \ f 

. COS. (/it— ;t g ^ ^ 


Sv 


w.d.G ■ - ... m'-d.F' 


", ' ^ . siri-Cnt — nt-^i — i) * 


' ' ' n^n'^IS 

Par le même n% on a à très-peu-près. 


7 . sin . (2/1' ^ — 2/1" ^ 4 " 2 ûs" ) . 


(■^)i 


011 aura donc, en ne conservant que j les fermes dependans des 
angles nt — ’iiit + 6 — 2/ et Tit — g'— -2* , 

, m. n'dt ^ f (0 ) , . ^ I . r. '\ 

d. {e' . cos. t.0 1 = — . G . 1 1 . sin. ( nf - 2n i + î- 2 = ) 


m' . ndt 


. F'. /i 2'")- 

( n — /I —A J 

Soit Q\sin.(rt/ — 2«'/-{-£— 2i'4-â'^+r);letefmcdeJ'/, tpie 
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nous avons déterminé dans le n® 7. Si l’on observe que 

nt — ojît + € — 2ê — >7r-|- lU — :irï't + / — 2'/; 

on aura dans d.{e co $.^) , le terme 

. G .^Ç'-Ç).sin.C5/+r) 

-T ■ ' -jrrrao} ■ fe'+ rj ; 

il faut donc ajoutcr .au second membre de l’équation (/') du n* 6, 
la quantité 

On trouvera de la même manière, qu’il faut ajouter au second 
membre de l’équation (/) du même n% le terme 


îrfeFÎ-G'-(=e-Ç'); 

les équations (/), (i') , {i") et {i”) deviennent ainsi 
o=;i.{s-— (o)— [^— (0,1)— (0,2)— (op)} 

+0 ./.■+S .4-+0 . 

o=/i'.{§— (1) — [T]— (1,0) — (1,2)— (i,3)) 

+g .;,+|7,3 ,i-+[j;3] 

+^-l-;,^é!=A'j-^-(’'r-Q'h ](f) 

'b=r.{^_(3)_[3]_(v)-(3,i)-(3,2;} 

-^ 2+113 • S ■ 
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On pourrait croire que les équations {H) du n* lO, et 
sont relatives aux inclinaisons et aux nœuds des orbites, pe. * n' 
en vertu des considérations précédentes, acquérir quelquer * 
sensibles dépendans du carré de la force perturbatrice , j 
est facile de se convaincre que cela n'est pas, en col, .. i * es 
équations différentielles de ces moiivemens, trouvées daiu 
du second livre. 

i 8 . Le carré de l’inégalité principale des satellites, que nous 
avons développée dans les n^^^ ^ 5 , peut produire un ternie sensi- 

. ble , que nous allons déterminer. Cette inégalité peut être supposée 
relative à une ellipse variable*, et dans ce cas, elle affecte l'ex- 
centricité et le périjove de l’orbite. Aiu 3 i(i).sin.(a/z/ — 2///+aé — 2e) 
exprimant par le n° 5 cette inégalité dans le mouvement du premier 
satellite, et a^j.sin. — ‘^) étant le premier terme de la par- 

tie elliptique de 2^} si Ton représente par cf .(d?.sin.<î<r) et par 
(t" . (•os.'tjr), les variations de e . sin . ^ et ^ . cos. t?*, dépendantes de 
la force perturbatrice j on aura dans v l’iiiégalité 

2 J . {c , cos. isr) . sin. {nt + é) — 2 J" . (t* . sin . isr) . cos. {ni + s). 

Donnons à l'inégalité (i).sin.(2/z/ — 2n't+2i — 2/), la forme 
suivante : 

(1) .cos.(/2/ — 2n't + € — . 2/) . sin. (/z/ + e) 

4- (i) . sin. (/Z/ — 2//^ + 6 — 26 ) . cos. (/U 4- ë). 

Eu la comparant à l'inégalité précédente , on aura 

2 . cT . (é? . sin. = — ( I ) . sin . (/?/ — • 2/// 4-6 — 2é') ^ 

a.cT ,(e,cos,^)= (i).co 8 .(/z/ — 

Ces valeurs sont les mêmes que celles auxquelles nous sommes 
parvenus dans le n® précédent. En effet, nous avons trouvé 


cl. (e.COS. (7) = 


771 . Fndt 




doù l'on tire en intégrant, 

tu' . F. 71 


aJ'.(e.co5.'5r)=;^-^ — . A—, — ^Ycoi.(n<— s/). 

n — un \ an— 2/1— A/ ^ t ^ 


Si 
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Si Ton observe maintenant que N est à trcs-peu-prcs à 
et que par le n® 4> 

/ \ ni . F. n 

' ^ 271 ^11 — N' 

on verra que cette seconde valeur de 2.cr.(^?.cos.^) coïncide 
avec la précédente. Maintenant Texpression elliptique de v con- 
tient le terme f .e‘.sm.( 2 / 2 / -d - 26 — 2 ®*), ou 

I . {e' . cos.* ^ . sin.* . sin.(27<î^ + aé) 

~l,e\sin,^. cos.'®' . cos.(2/7/ -f- 

En changeant e.sin.®* dans é?.sin.'®’ + <r({?.sin.'®*) , et e. cos. 'ta* 
dans <?. cos.-®- + cT .(c^ cos. -tir) ; on voit que Texpressi^n de v con- 
tient la fonction 

((rf .^cos.®)* — -(J^.(?sin.®)*} .Sin.(2/7/+26) 

— . cT . cos.® .J'.e sin.® . cos, ( 2 / 2 / + 2 -). 

En substituant pour cT.^^cos.®, et «T.^sin.®, leurs valeurs pré- 
cédentes-, il en résulte dans v l’inégalité 

( I )* , sin. ( 4 / 2 / — 4/27 +46—46'). 

On trouvera de la même manière dans v', l'inégalité 

T6 -(l 2 fl t 26 — 2tt') y 

et dans l'inégalité 

;^.(l II)*, sin. (2/27 — 2/27+26'— 26^). 

Ces inégalités sont très-petites j celle qui est relative à î/' est la 
seule qui mérite d’être coijsidérée. 

Le carré de la force perturbatrice introduit encore dans les 
coefiieiens de la principale inégalité dès trois premiers satellites, 
des quantités qui augmentent considérablement par le diviseur 
(/2 — 2 / 2 ')% quiles affecte. Nous avons eu égard dans le n° 4^ ^ 
partie sensible de ces quantités , qui dépend du produit des masses 
des satellites par l'ellipticité du sphéroïde de Jupiter , en dé- 
MicAN. CKL. Toîfie IV* L 
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tçnninaiit avec précision les valeurs de A, A' et A". Les antres pr r • 
ties sont assez petites pour pouvoir être négligées sans erreur sensii.l. . 

19. Nous avons déterminé dans le n" i3 les éejuations séc)Mi:( s 
du mouvement des satellites de Jupiter, et nous avons . ^ ' 

f]ue la seule partie de ces équations qui puisse devenii ■ ' > 

à la longue, est celle qui dépend des variations séculaire, vs 
élémens de l’orbite de Jupiter, et de la position de son équa- 
teur. Si la partie de dR, dépendante du carré de la force per- 
turbatrice , renfermait des termes de la forrne Q étant 

un coelKcicnt constant, et H étant comme précédemment l’ex- 
cenfricilé de l’orbe de Jupiter; il est visible que la partie cor- 
respondante de la double intégrale J fdaiidt .dR rjui entre dans 
l’expression de v , acquerrait par les intégrations un diviseur de 
l’ordre du carré de la force perturbatrice, ce qui le rendrait sen- 
sible , et du même ordre que les quantités déterminées dans Je 
11° i3; il importe donc d’avoir les termes de ce genre, ou de 
s’assurer qu’il n’en existe point. 

J’observe d’abord que 7/“ dans R ne peut pas être multiplié par 
le sinus ou cosinus de 2/, 1 étant la longitude du perihclie de 
Jupiter; parccque la valeur de R est indépendante du point 
arbitraire où l’on fixe l’origine des longitudes. La partie non 
périodique de R, due au carré de la force perturbatrice, et mul- 
tipliée par //“, ne peut être que le résidtat de la combinaison 
de deux angles qui se détruisent mutuellement sous le signe cosinus-, 
car R ne renferme évidemment que des cosinus. Donnons à H' 
cette forme , 

//’ cos / t • («t— At-f-f — £■) -P P. . (Mt-f-£ — /) 1 

Une partie de l’angle compris sous le signe cosinus peut appar- 
tenir aux coordonnées de ni , et cette partie est la seule que l’on 
doit faire varier dans R, pour obteiyr dR; or quelle que soit 
cette partie, il est clair que la différentielle du terme précédent est 
nulle; dR ne renferme donc aucun terme delà forme Q.H\dt , 
dépendant du carré de la force perturbatrice. Il est visible que le 
même raisonnement s ap|)lique aux termes dépendans du dépla- 
cement de l’équateur et de l’orbite de Jupiter. Ainsi le carré de 
la force perturbatrice n’introduit aucune quantité sensible dans l’é- 
quation séculaire des satellites de Jupiter et dans celle de la lune. 
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CHAPITRE VL 

T~aleurs numériques des inégalités précédentes. 

20. Pour réduire en nombres les inégalités déterminées ci- 
dessus , il faut connaître les durees de la révolution sjdéralc 
des salelliies, et leurs moyennes distances au centre de Jupiter, 
Ces durées sont par les tables. 


Jer 

sat. 

U""', 

769157787 ; 

II 

sat. 

3 ', 

55 1 1 (S 1 0 1 7 ; 

III 

sat. 

l'y 

154552808; 

IV 

sat. 

16', 

G890 ï 9596, 


Les valeurs de n y n', et ii étant réciproques aux durées pré- 
cédentes , on a 

n = /i*'. 9/153419; 

7/= rz"'. 4,699569; 

7 z"= 7 z". 2,552645. 

Pour déterminer les moyennes distances a, et a", nous 

observerons (|iie la plus grande élongation du quatrième satellite à 
Jupiter, dans ses moyennes distances, et vue de la moyenne distance 
de Jupiter au soleil , a été observée par Pound, de i 55 o '',864 A 
«cette même distance, le tliamètre de ré(|uateur de Jupiter a été 
observé par le même astronome, de 120^,5704; en prenant donc 
ce demi-diamètre pour unité, on a 

17'"'= 25,45590. 

Il peut y avoir sur ce rapport de a” au demi-diamètre de Ju- 
piter, une incertitude qui tient principalement à Tévaluation du 

L 2 
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clianièfrc de Jupiter , et à Pinfluence de l’irradiation sur sa me- 
sure ; mais elle ne peut produire d’erreur sensible dans les ré- 
sultats suivans; seulement l’unité dont nous faisons usage, peu^ 
ne pas représenter exactement le demi-diamètre de Icquaicur rit 
Jupiter. 


Quant aux distances a , a% a\ il est beaucoup plus exact de 
les déduire de la valeur de a” par la loi de Kepler, que de les 
tirer immédiatement des observations. Suivant cettjç loi, lamojenne 
distance a du premier satellite au centre de Jupiter, est 

a . y/ “. Mais l’exactitude de cette expression est un peu al- 
térée par les forces perturbatrices du mouvement des satellites , 
qui, comnie^ on l’a vu dans le n° 5 , ajoutent aux mojennes 
distances fZ et cf les quantités à a et dont nous avons donné 
les valeurs analytiques dans le même n^ Le seul terme sensible 
de ces valeurs est celui qui dépend de l’applatisscnient de Jupiter, 

etqui, pour cTfZ, est égal il faut donc ajouter cette 


quantité à la valeur ôg a, que donne l’équation ou a 

ainsi 




On a par la même raison , 


on aura donc 



r 


^ .v>- 

expression dans laquelle on peut substituer a". L/ au lieu 


de a, dans le diviseur^. Il est facile d'en conclure les expres- 
sions de a' et de a*. La valeur de (p — i(p) peut être déterminée 
avec précision , par les mouvemens des orbites des satellites. Une 
première approximation m’a donné 0,0217794 pour cette quan- 
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tité : cette valeur est suflisamment approcli(?e, pour que l’erreur 
dont elle est encore susceptible n’ait aucune influence sensible 
sur les déterminations suivantes. On trouve ainsi 

a — 5,698491 -, 

a = 9,066548 \ 

a’'— 

2 5 , 45590 . 

En comparant ensuite les satellites deux à deux ) on a conclu 
au mojeii de ces valeurs et des formules du n'" 49 second 
livre, les résultats suivans : 

I et II s a tel/ l tes . 

GL = 0,628518^9 ; 

d’oLi Ton a conclu 

. = 2,202968796 ) , = — 0,5957191 17. 

i T 

linsuite 


2,2588400; 

J. 

Z>^'‘^=:0, 192 3542 j 
^ = O, O 34 9955 ; 
ilb^P 

■7^=1.099916; 

db^:^ 

-^=1,084600; 

dbf 

-^=0,566659. 

bf^zs2,S']i&iS, 


Z>?’=o, 75451 17; 
Z;«^=o,ioG5ii5; 

X 

Z>^’^=o, 0204800; 
db\'^ 

-^=t,75ooi4; 

db^pt 

^=0,773248; 


0,3632143; 

i 

0,060532.4 ) 

% 

dbp 

^=1,452760; 

dbp 

-^=0,557010; 
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/ et III satellites, 

a. = 0,394054909 J 

d’où l’on a conclu 

^^. = 2,078416242 ; — o,38623i35o. 

a ”“ï 

Ensuite 


2,0852455 ; 

^^'^=0,4194902 J 

a 

^>^^=0, 1248495 ; 

z>'’^=o,o4i i4io j 

a 

0^01421 10 ; 

2 

iî^^=o,oo 5 o 8 oo. 


db ['^ 

db^p 

0,476087 5 

-^= 1,208255 i 

-—=0,681569; 

dh<-P 



- l ~=^ h ^ 2 g 8 o 2 5 

-^=0, 149798. 



I et IV satellites. 

a=: 0^24053410 ) 

(l’üîi l’on a conclu 

^Î^V==2,025i752I2J — 0,222618894. 

Ensuite 

bf— 2, 02B8Z1 Z» 5 '’=o, 228587 ; =0, 0584562 i 

* a 

001409^5 Z»f =0,0002846. 


db^f^ 

-^=1,059579; 

</A 05 

“ST = 0550827; 

db^P 

dbP 


-^^ = 0,097721 J 

d\ —0,025197. 
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11 cL 111 satellites. 

CL = 14. 

d’où l’on a conclu 

U 2 ^ , = 2, 20 1 g 1 1 5 54 3 ^=—*0^59^ !^) 8 G 3 59, 

Ensuite 

Z>^°^==: 2^2570086 3 Z»Î‘^^o^ 75 i 554 o 3 />^*^=o,16o9io8 ; 

ü . > a 

1 90C58G 3 1 0^295 3 if ^ r=: 0,o59G9 1 3 

a ÿ a 

Z>', “^=0,034428 ; Z'V^=o, 020107. 

rf//’’ (///'’ f/i';’’ 

-^=i,o(j3i5o; -i-=i, 743650 j -^ = 1 , 444842 ; 

-;7^= 1,076290 5 -^ = 0,765517; -^-^=io, 53 o 3 > 5 . 

^=0,36.124. 

^'^^=2^557577. 

// c/ /F" satellites. 

et = o^356/|470oo3 

d’où l’on a conclu 


, =2^064048552 3 350692 39 T . 

4 ~a 

Ensuite 

if^= 2 jo 685 o 85 3 if^=op749i7 3 if^=o^ ïoo 8 oo 3 3 
if^=Ojo3oo272 3 i^^’= 0^00938 17 3 if^=o, 0030277, 

^=o,4i5i4i; -^ = ,,,64667; -^=o,5.j93.j2 -, 


^7 
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IH et IV satellites. 
et = o, 5 G 85 G 2 ! 5 gi J 

d’où l’on a conclu 

, = 2, i 6520 o 8 G 4 ; , =—0,544549801, 

\ i 

F.nsnite 

Z>Î’^=-'!,i 99 G 536 ^ b^P=:ofilj5Sj5j * 284^70 ; 

'z»f^= 0^1 55969 ; ^^^^=0^068134 y Z^?^=:o,o 35 i 8 o ; 

» * % 

^^^=0,018696 ^ 0,0 10598. 

1 a 

878931 ^ -^^=1,545882 ; -^^- = 1,190293, 

^ dbf^ 

-— = 0^812421 j 0, 5 260 20 y -^=0^330751, 

-—=0,201993. 

21, Au mojcn de ces valeurs et des formules du n* 3 , on a 
conclu les résultats suivans, dans lesquels on a supposé , comme 
dans le n'" précédent. 


p~;.(p =0,217794. 

Les valeurs de N, N', N' et N* dépendent de cette quantité , 
et elle est principalement sensible dans la valeur de N, Ces va- 
leurs dépendent encore des masses m,m'y m" ttJîf des satellites. 
Une première approximation m’a domié 

771 = 0,00001841 13 j 
rri = 0 , 0000258325 *, 

77i” z=z o,oooo865i85 ; 

771 *= 0 , 00005590808 ; 

la 
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la tiiâiSSC clc Jupiter ütd.nt prise pour unité* Ln, petitesse de l’in- 
fluence de ces masses sur les valeurs de N, N'^ etc. rend insen- 
sibles les erreurs qui peuvent avoir lieu dans les évaluations pré- 
cédentes. La masse m' est multipliée dans l’expression de N% par 
la fonction 





cette fonction est; par le 55 du second livre, égale à 

> 

3.(1— 

on pourra donc l’obtenir aisément, ainsi que les fonctions ana- 
logues, au moyen des résultats numériques donnés précédemment. 
Cela posé, ou a trouvé 


N = «".9,4269 1(7 ; 
A'= «".4,6979499; 
iV'= «''.2,332 5oyo ; 
ZV"= /r. 0,9909070. 


En supposant ensuite la révolution sydérale de Jupiter, de 
4332^‘’%6 o 22 o 8, on a 

Mz=:rî\ o,oo385 1 96 3 


de là on a conclu les formules suivantes, dans lesquelles les quan- 
tités m , m', m" et rrî^ expriment les masses des satellites, mul- 
tipliées par dix raille. 


mm'. 


1 87 '', 4465 . sin. (jit — 7z^ + è' — € ) 
2i7l6",4865.8in.2 {jit — zz^+e' — i) 
7o",85i5.sin.5#(/z7 — nt-dr^ — e) 
1 67 1 926 . sin .4 • — nt-dr ^ — € ) 

. sin . 5 . {nt — /// + e' — 6 ) 
2'',i453.sin.6.(zz7 — — e) 


Mécan. cêl. Tome IV. 


M 
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MÉCANIQUE CÉLESIE, 


4 - in" . 




3 1 ^ 95 34 • sin . (n!'t — 7 Z / 4- €" •— e ) 

— i8'',5i97.sin.2 {n”t — 

— i", 90 i 7 .sin. 3 .(/z'^/— 7 z/ 4 -e*^— 's) 

— o'', 3569 . sin .4 • ('// — w/4“ e'" — é) 

S'^^ôiog.sin. — s) 

— - i", 5588 .si»^ " •# -/z^ 4 'g'^ — g) 

— o'',i 079 .sin... ^ g — e) 


4- o^i46o.sin.(27z/ — 2ilf/4-2e— 2JE). 
0,000084865 

4- 0,00046653. C08. 

— 0,09764199.008.2 — 6 

S^r:=:vi\l — 0 , 00040917 . 008 . 3.(777 — nt^é — è 

— 0,00010761 .008.4- ('77 — 77/4-^" — ^ 

— 0,00003824.008.5.(777 — 77/ 4- ^ 
~ 0,00001642,008.6.(777 — 77/ 4 - ^ 

0,00000703 

4 - 0,00007780.005. (/77 TZZ+g'^ 

4- 777^. ^ “ 0,000 lo63l .008.2 ( fl ' t — .77/4-6'^—. 

— 0, 00001 5 10. 008. 3 . (77"/ -—77/4-6" — 

— 0,00000269.008,4.(777 — 77/4’^^"" 


+ 777’^ 


0 , 000001 1 3 

4- 0,00001478.00s. ( ri ^ t — /7/4-€"— 

— 0,00000968.008.2 Çn ^ t — 77/4-6'''— 

— 0,00000078.005.^.(777— 77/ — 6*' — 
4- 0,00000095 

— 0,00000095.008,(23// — 2nt+2E- 


-2.'). 
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9» 


— 695i"j4^6o.sin, 

— 52'^,63i5.8iii.2 (/z^— 727 +é — g') 

i'if* çrzm .( — io'',5253.sin.5.(7z/— 7 z7+€ — i) 

— 5^ 3448 . ûxxJ ^.{ nt — n ' t + g — g' ) 

— i'^^2969.sin.5.(/7 /-— /z 74-6 — g') 

1 84''^5 1 72 . sin. ( îft — Tz'Z-f - g'" — g') 

— ^8^9920. sin. 2 (;zV — n ' t -\^ é — g') 

— 68 ', 8828 .sin .5 .(/z'^Z — ri — g') 

— X 5 ^ 7645 . sin .4 • ( ) 

— 5^2597 . sin. 5 . ( lit — nt g' — g' ) 

— 2',o 8 1 4 . sin .G . ( zz '"/ — lit g" — g' ) 


JriVL 




ér = rn 




12'', 3755. sin. {rf t~ii — g') \ 

— xo% 8356 .siii .2 (/z"/— /z 7 - 4 -g'*' — g') l 
— . X ',0646. sin. 3 . (/z''/ — /zV-j-g*^— è') 7 

-i- o^,588ï .sin.(27z'/ — — 2E), 

— ' o,ooo44Go8 ^ 

4- 0, 0506951 8. cos. — g') 

+ 0,00059197.008.2 { nt — n ' t ^ e — g') 
4- 0,000 1 4002 . cos. 5 . { nt — n ' t + î — g' ) 

4- 0, 00004784. co8.4.(/2^ — n't+e — g') 
4- o,ooooi928.cos.5.(/2if—- 7z74-g— g^ 

0,00006497 

4- 0,00075255.008. (zz7— 7 i 74 -«^ — ê') 
— ' 0,^8670960 . cos . 2 . { ri ^ t — 727 4- g^ — 

— 0,00065 598 .008.5. { n^t — 727 • j - e " — g' ) 

— 0,000x6685.008.4 {n”t~n^t-^i' — i) 
I — 0,00006067.008.5.(727-— 727 4 - à*’ — s') 


M 2 
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MÉCANIQUE CÉLESTE; 


4 - m'\ 


0^00000798 

4- 0^00007146 .cos. (n”'t — — t) 
^ o,oooioi 33 .C0S.2 (n'^t — — e') 
— 0^00001189 .cos. 3 .(/^"/— */î 74 - 6 * — () 


4- 0,00000609 

— 0,00000609 . cos. (^TUf/ ' 4 - 2 £ — :2 g' ) . 


4 - 772 '. 


24^2648 . sin . {lit — nU+e — e^) 
^p^czm — 0^,7044 -sin. 2. (72/ — n^t+î — e) 

— o'", 1277. sin. 3 . (72/ — 727 + 6 — g'') 

— 5478 '^^ 2675 .sin. (n't—n'^t+e — e') 

— 5 o'', 9399 . 8 in .2 .(/ 27 — 

— io",207i .sin. 3 . (72'/ — 727 +g' — g") 

— V y 2 3 o 5 . sin.4 • {p!t — 727 + g' — g'^ ) 

~ i7255i .sin. 5 .( 727 — 727 +g'— 6 ") 

— . o", 545 5 . sin , 6 . (72'/ — 'nüt + 6 ' — i) 

1 06", 1 6 1 4 . si 11 . {jft — ' 727 + g" — g'" ) 

— 362",io3o.sin.2 — g") 

— 25",4655 . sin. 3 . {jï”i — 727 + g" — g" ) 

— 5 Vj 227 .sin. 4.(727 — 727 + g" — g") 

— 1 ", 8800 . si n . 5 ( 727 — nH + g'" ^ g" ) 

_ o", 6997 . sin.6 . ( 727 ~ 727 +g"'— g") 

+ 2 ", 3870 . 8 in,( 2727 — 2 M/+ 2 !|;" — 2 £). 


+ 772 '" 


cTt*' = 772 . 


— 0,00054798 

+ 0,00059147- COS. { ni — 727 + 6 — g*) 

+ O, 0000 1 906 . cos. 2 . (72/ 72"2 + g — 

+ 0, 00000348. cos .3 . { ni — 727 + g— g'") 
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—, 0^00070942 V 

+ 0^04 137745. cos. — i ) j 

+ 0,00091720.003.2 .(/z 7 — ri — t ) I 

4 * yji * \ + 0,0002 17 12. cos. 3 .(/z '/ — \ 
1 -f- 0,00007409. cos. 4 .(/^'/~^i"/+e'— 6 ") I 
I + 0, 00002980. cos. 5 .(/z'^—/z'^/+e'— 6 '') I 
l -t- o,ooor. 3 i 8 .cos. 6 .(//-^— tê'") / 

r o,oooo685o ^ 

I +0,00075191.003. — + •ê'") I 

\ — 0 , 00449 ^>ï .003.2 — 7z"/ + 6"' — e") I 

+ 772''./ — 0,00039801 .003. 3. — é") l 

J — 0,00010474*^08.4 

J — 0,00003569 . cos. 5 . (7z"7 — n '^/ + è "' — é'" ) 

( — 0, 00001 379. cos-iô. (//'"'/ — — /) 

+ o,oooo 3944* 

— 0,00003944*C08. (2M7 — 277'^/ + 2 E — 26'^). 



+ 1 4^2458. sin. {lit — — {') ) 
— o",02o6.sin.2(777— 77 '*'/ -f- €— e'"") J 


i 22^^,452 1.sin. (77'7 — 77"/ + €'~ê'^) \ 
— ' o'^,3o85.sin.2 .(777— 77”'/+é' — e") ( 
— o^,o54o.sin,3.(/77— 77"'/+fe' — t") \ 

i — 55'',i^ 72 .sin. {rft^ri^t^^e — e^) \ 
— 1 5^^,9570 . 8in.2.(/77 — — e") I 

— 3^3293.sin.3.(/7"r— 77'7+6"— 6") l 

— i%oiÇ7.sin.4*('^7 — — e'^) 1 

~ o",37i5.sm,5.(777— 77'7+6"— e") ) 
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+ . 8 in.( 27 z"f — 

— o,ooo 88 i 5 :î 
4- o^oooSyoïS.cos. 

+ 0,00000 1 1 3 . C0S.2 . {^nt — /z"/ -f- g - 


4 -m'. 


— 0,00093981 

4- 0,00091758 ' ; ' 

4 - o,ooooi 09 _ 

4- 0,00000 166. cos. 3 . 4-6' 

— 0,00114445 

+ 0,00326071 .cos. {rit — 

J 4- O, 00057836. C0S.2.(/iV — 

[ 4 - o,oooi 56 i 4 *cos. 3 .(/i''/ — n^t+e 


_r ( 

-O ( 


4 - 0,00057741 

— 0,00037741 .cos.(2Mt — — 25 "'). 


22. Cousidtîrons maintenant les inégalités dépendantes des excen- 
tricités des orbites. Représentons, comme dans le n® 17, les inégali- 
tés de<f dépendantes de l’angle zz/ — 2 zz 74 -ê — 2i^gt-\-ï 9 

par 

Q .sin.(zz/ — 2Zï74-é — 2fe'4“5'^+^)? 

Ç'.sin. {nt—2?it-\-e — 2€'4-g’^+r) ; 

Ç''.sin.(z2/ — 27274“^ — 2€'4-S‘^4-r)* 

On aura par le n® 7, 

^^,m.{aK+^-.Fk} ) 
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Nous avons donné dans le n® 4 1^3 valeurs analytiques de F, Gj 
F', 6 ?'; ce qui donne pour les valeurs numériques, 

1,485732; 

G = — OjdSjiSgy 
F'- 1, 466580 ; 

6 '=— 0,855370. 

ivu moyen de ces valeurs, on trouve 

^ f |i 6,85 o 2 o 4.^ — G, 118274. /*') 

\ ' 3 ooi 3 ûo/ 

Q > ^ { 1 5 , 507450 ■ A — 4 ,S 3 1 907 ■ y ) 

^ ‘ A 4.— g_Y 

\ ' 3 ooi 3 ûû/ 

I f4,i33û8 o.y — i, 5i 14^7.//''} 

772 » ^ ' '• " • — — ■' ; 

A4. ê_V 

\ ' 3 ûoi 3 oo' / 

Qn ^ (5,248934 /1^ — 1,188133.//") 

(' + 3 ûûtko '0 

On déterminera les quantités h, 11 , If, }i 7 et g, au moyen 
des équations (V) du n® 17. Pour réduire ces équations en 
nombres, nous observerons que la valeur 0,0217794, qu’une pre- 
mière approximation m’a donné pour p — ~(p, étant susceptible 
d’incertitude, nous ferons 


P (P 1 =^, 0 , 0217794 ; 

jj. étant un coefficient inpterminé. On trouve ainsi par leu' 6 , 

(0) = 553878", 76./*; = io5",27; 

(1) = lOgOOS'pO-A*; [J] = 20 f, 2 Ç)-, 

(2) = 21264^89. /*5 jjs] = 

( 3 >= 294^95. [^^ 974", 19. 
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(0,1) 5= m ' .39826', 00; 

ô, 7 | 

= m ' . 295 i 6 ", 02 j 

(0,2) = m*. 52 o 5 ’, o 5 -, 

0,2 

=z m " . 25 ii", 39 ; 

(o, 3 ) = m*. 767", 12-, 

E3 

=: 77 i* . 2 1 3 ", 46 . 

(1,0) = m .31575", 71; 

0 

= m .23400", 

(1,2) = 7 n*.i 9566',6 


- >.".i 44 G 9 ",t<. 

(i, 5 ) = m ". 1804', 

l- — 

790'r'^'' 

(2,0) = m . 3267",32; 

H 

= m . i576',46j 

(a,i) = m'.i 5492 ", 62 ; 

0 

= m'. 11 456 ", 90; 

( 2 , 3 ) = m ’. 5886 ', 85 ; 

EE 

= m ”. 3995",o3. 

( 3 ,o) = m . 363 ", 09-, 

a 

= m . ioi',o 3 ; 

( 3 , 1 ) = 7 «'. io 77 ',i 5 ; 

0. 

= m ’. 47 i’, 99 i 

( 3 , 2 ) = mr 4438",875 

3,2 ; 

= Ttf y 


les équations (F”) du n° 17 deviennent ainsi. 


o-^Cg-— 553878",78 io 3 ", 27 SgBaS^oo.?»'.— SaoS'.oS . m'— 7G7', 12 . w*}. A 

+ 295 1 6“ ,02 . m'h' + 25 1 i", 3 g . nt'h" 4- 2 1 3 ", 46 . w"/*'' 

- f 6888 o 5 " ■ m-f-436089" .m'}. m'h+{ aSoi o 3 "ot + 1 5 8545'’ . m'+ 2i3g3i" . m" } . m7i'4.78234’' , m 

(, £-..V 

\ ~ 3 ooi 3 ooV 

° = ■ O9oo3",ao — 207",29— 3 1 SjZ’j 1 . m— i956G",65 . ro"— 1 8o4", 18 . m") . h' 

4-234oo",o4.mA+ i44G9",6G.OT"A"-f 79o'',56.m''/t*. 

I { 2265 o 3 ".m 4 -i 432 oi".m' — 1 96057 . m* ) JnA 
C* ”^3ooi3oo*) 

_ ( 82242" ■ m» 4- 52068" . mm'— 1 4089G . m m" +q4Go3' . m'm' +60 1 74' . m** ) . h' 

('i+s—.y- 

\ ~3ooi3o^/ 
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, ( — . m 545 c)G" . 4- 1 8 " . m'' | , , 

— m . / ' 

\ ^ 3 ûüi 3 oû/ 

o=(g— p.i2(î4.",89 .//.-- 4 l 7 ^ 63 ~ 3267 ^ 3 a .m--i 54,92", 82 .m'-- 5886 ",G 5 . 771 "] . 
+ 1 . mh -f- 1 i458";90 . ni h' -f- 3995",o3 . m'h'*' 

57703" . mn / h — 1 20953" . m — 9.8i76".m^ — 1 792 i".m" ] . tîi J / — [ 1 0279.771" -f■ 5554 '^ 7»" } 


/ 


(.+~^rX 

\ . doolooü / 


*■-— 9.q4G",qü.//— 
ô,mh -f-47 ’ 


— 1 077", 1 5 . ni — 44 v 38";87 . 77/ j . h '^ 
. mil' 


Lorsque les masses tw, in' , iji” et iif seront connues, ainsi 
que l’inclé(ermince fx\ on aura en résolvant ces équations , quatre 
valeurs de g , et les rapports eorrespotulans des indéterminées h, 
11, Il et II', à l’une d’entre elles , (|iii resicra indéterminée Ces 
quatre sjstèmes do g , li, liy 11 ' donneront autant de valeurs 
pour Q , Q' 


L’action du soleil ajoute encore au mouvement du satellite jn, 
les deux inégalités 


- (..1/+ A • sin. («< + 


La première nVst sensible que pour le troisième et le quatrième 
satellites, et l’on peut j supposer = ce qui réduit 1g 

coefilcient de celte inégalité — .Æ. On a ensuite. 


I. satellite, 

i 


11 

fji/ 

/^ll' 


II. sat. 
in. sat. 

IV. sat. 

I 

ÜVIicAN. cil.. Tome iv\ 


= o,OOi53i2 ; 
= 0,00^0757 J 
= 0,0061926 ; 

= o,oi4/|449* 


N 


. 77///'. 
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Nous avons observé dans le ii° i3, relativement a la seconde 
inécalilé, qu’elle est modifiée par l’action réciproque des satel- 
lites. On peut ensuite prendre pour fl’.sin.(Mf 4 -A—/), la moi- 
tié du premier terme de la plus grande équation du centre de Ju- 
piter , et ce terme est égal à 

6 i 2 o 8 '', 23 .sin.{J//+ — J)- 


Cela posé, on aura , en n’ajant éga-d qu’à l’inégalité précédente. 


^4.V 


a m 1 r .sin. ~ > 


e 3kn'^ 

J', c.- 74,9S.j 8W.(3/^-/nO.{.+|^^+^»}^ 

y Zd'in.kn^ , \ _ 

.T. _-i49 , 96 .^ 


J'i.“'=- 349", 79. sin. {Mt-^E- f). 

23. Déterminons les inégalités du mouvement des satellites, 
en latitude. I.es écpiations entre A, A', A’ et A du n 10 de- 
viennent 

— 39826", 00 . An' a'— 52 o 5 ",o 5 . 771 a"— 767", 1 2 . 771 V"— 1 o3",27 *, 

o={ 109003", ao.ii.c + 207", 39-1-31573", 71. m-f 19566', 65. m"+ 1804", 18. m»}.?/ 

3i 673", 7 1 , 771A — 1 9666", 65 . 77i"a"— 1 8o4"t 1 8 . 77i'V"— 207 ,26 ; 

O = { 2 1 264'',89 . -t- 41 7",63 -f- 3267" ,32 . m -f 1 5492" ,6a . m'-l- 5886", 85 . m"} . a 
3267" , 3a . m \ — 1 5492" ,62 . mV' — 5886", 85 . m" V" — 4* 7/^^ i 

0= { 2946",95 . + 974''n 9 + 363". 1 0 . m -b 1 077", 1 5 . m'-f- 4438",87 . m" ) . ^". 

— 363 ", 1 0 . niA— 1 077", 1 5 . m'h'— 4438", 87 . 7|." a" — 974" >19* 

Les équations entre /, l', l\ 7' et ) du même n* deviennent 

0= (p— 553878", 76 .(<x— io 3",27— 39826",oo.m'- 52o5",o5.m"-767",i 2.m’J 7. 

-f- 39826", 00 . m'A -f 5ao5",o5 . 76^", 1 2 . nîT ; 

c={p-io90o3",2o./x-207",29-3i573",7iin-i9566",65.7n"-i8o4",i8.m"’].A 

-f 3 i 573 ", 7 i .m/+ i 9566 ", 65 . 77 i"f +po 4 ";i 8 .m"'r } 
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O [p— 2 1 264''>89 .p — 4^7' . m— ' 1 54.94 — 5880" ,85./»/^ ] ./" 

-f 32G7",3â . /n /+ 1 54;,4",02 . m7'4- 588G",85 . ; 

0 = fp — 294G'595.p — 974", 19 — 363 ", 1 0. m — 1077", 1 5 . m ' — 443 S \?> j . ni ' ] ./*' 
+ 363 ",iû.m/-f- 1 077^,1 5 . wT -f- 4438 ", 87.771"/". 

Lorsque pt et les masses m, i7i\ irt et iif seront connues , on aura 
a^mojen des quatre équations entre les indéterminées X, 7! , 7v et A"', 
les valeurs de chacune de ces indéterminées. Ia\s quatre dernières 
équations donneroi/ en é’‘tniaant, une équation en p du qua- 
trième degrés et Ton en tirera par les formules du n^ 10 la Ja- 
des satellites au-dessus de l’orbite de Jupiter. 

On a vu dans le a'" 10 que la partie de la laliliulc s qui dé- 
pend de l’inclinaison Ô' de l’équateur de Jupiter à son orbite , est 

(A— i).ô\sin.(2/4-'L^) 

Si l’on prend pour plan fixe l’orbite de .lupiteren 1750 , et pour 
origine de v et "L' l’équinoxe du printems de Jupiter, à cette 
époque j on a par le meme 11 * 





On déterminera a et , au moyen des équations suivantes , (]ui 
résultent des formules difiérentielles du n'^ Sq du second livre. 


a = ( 4 ?^) • n -f- (4 fi) • J' • cos. n' ; 

Z> = — (4,5)./.sin, n — (/f, 6 ).i'.sin. n'; 

les valeurs de (4^5) et de ( 4 , 6 ) étant celles du n® 24 du livre VL 
On doit observer de diminuer dans la première de ces valeurs la 
•masse de Saturne, dans ie rapport de 5359,4 ^ 55i5,G^ comme 
on le verra dans la suihl I est ici l’inclinaison de l’orbite de 
Saturne sur celle de Jupiter en 1750, FI est à la mémo époque la 
la longitude de son iiœul ascendant sur cette orbite, et comptée 
de l’équinoxe du printenV de Jupiter. I' et n' sont les mêmes 
quantités relativement à üraaus. Les observations donnent à fort 
peu-près. 

Ni 



lOO 
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'/. = 3%4444, 

d’où l’on tire 

^=9>5a9, 

h = o'jOyoSSo. 

On a ensuite par le n* 5o , 

Si l’on suppose que Jupiter est un sphéroïde elliptiqu.^ 
le 11* i4 du livre V, 

* ûC— {p^{ip).p.ii^dn ^ 

C pjikîR ’ 

cT étant la densité d’une couche du sphéroïde dont le rayon est R, 
et 7? (1 ’vant être supposé égal à rnnité , à la surFacc. Si l’on 
suppose les densilés des couches de Jupiter et de la terre à des 
distances proportionnelles aux diamètres de ces deux planètes , 
en raison constante, ou, ce qui revient au même, si «J est re- 
présenté parla même fonction de R y pour ces deux planètes ; 
alors la fraction 

r^.R\dR 

p.W.ciR 


est la même pour ces planètes Dans l’hypothèse que nous ve- 
nons de faire , si les deux planètes étaient fluides , leurs ellip- 
ticités seraient, par le n'’ 4^ du livre IIl, proporlionnelles aux 
Valeurs respectives de (p pour chacune d’elles, ou aux ellipticilés 
qu’elles auraient, si elles étaient homogènes. Supposons que cela 
ait encore lieu dans leur état actuel ,|et Ton a vu dans le n® ' 
cité^ que cela est à-peu-près conformi aux observations^ alors 

les valeurs de - — - seront pour ch|,cune de ces planètes, rcs- 

pectivement proportionnelles aux elliphcités relatives au cas de 
riiomogenéité. Ces ellipticités sont pa‘: le même n® comme les 
nombres 0,10967 et o,oo43544ï; ensoAe que l’on a. 



SECONDE PARTIE, LIVRE VîII. ,oi 

iiC — A — B /çiC — A — B\ io()G7 

c c y*4:53'44i ^ 

la valeur de ~ dans le second membre de cette dipialioii, 

cÇtant relative à la terre. Cette dernière valeur est, par le a" i4 
cinquième livre, égale à 

o,oo5 1 93'.i3 
+ C.ü,7/<84<)3‘ 

'ie plus, par le u* 44 livre VT, 

3 .(i+g)=;a, 5 GG. 

Au niojen de ces données, on trouve pour Jupiter, 


9.C--A—B 


= 0,14755. 


Les observations donnent la durée de la rotation de? Jupiter, 
cG^tU' il o^"‘'44i 577 , et celle de sa révolution sydéralc, égale à 
455ay,Gj d’oLi l’on tire 

M c^4l^77 

i “ 435a', t) * 


On aura ainsi 


> r»/f 

'p — J ,5591 
+ m .2i5 j'',Go.A 
4- 111 . 5 29'', 7 (S. A' 
-f- ijl\ i5o'',52.A*^ 
m. 2J ,<yj.\ . 


* Une première approximalion m’a (.lonnc 


o,ooo655 J j ; 

1 o,ooG j232 ; 
A" =10,029^803 j 

A''=V>» > ^4'’’ 2 ; 
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en adoptant les valeurs précédentes des masses des satellites, 
on aura 

'P = ; 

d’où Ton tire 

6'=:'/v-{-o>7o55o; 

'Y — o%825ç). 

Toile est donc à-peu-près la précession annuelle des équinoxes 
de Jupiter sur son orbite. 

Pour réduire en nombres les inégalités du mouvement oério- 
dique des satellites on latitude, déterminées dans le n° ii, nous 
observerons que Pou peut y supposer sans erreur sensible, 








Cela posé, on trouve 


s ;= ?71 . 0,00 j/ftj , (/' — /) . sin. ( 5 r — /^i/ — p/ — A) 

0,000 1 53 1 2 . . sin. (z* — a U — pi — A) ; 

s =(/7z. 0, 00276975 (/ — /)+7/z\o,ooi7ü9io .(/" — ' 

— 0,00030736 . (// — /') . sin.(// — 2 U^pl — A) \ 

s" = 77 Ï . 0,001 553 o 5 . (/' — /") . sin.(2<^' — 2P' — pi — A) 

— 0,00061925 . {L' — l") . sin.(7Z ' — 2 U — pt — A) ) 

/';= — 0,00 1 7,478 1 5 . (//~r) . sin. 2 U^pt—A). 


24. Considérons maintenant les inégalités dépendantes du carré 
des excentricités et des inclinaisons des orbites, dont nous avons 
donné les expressions dans le n^ i 5 . Les plus sensibles à la longue 
sont les équations séculaires des satellites, dépendantes des va» 
riations séculaires de l’orbite et de l’é [uateur de Jupiter. Mais il 
est facile de s’assurer qu’elles ont élé^usqu’à présent insensibles , 
et qu’elles le seront long-tems encore, En effet, la plus grande 
est celle du quatrième satellite, et so‘< expression est par le 11° i3, 


2.(1 . [g /Z . . (3) . ?7e . [3] . [J , . ct\ 
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On a par ce qui précède. 


io5 


h — o", 070550 ; 'Z = j% 44 d 47 

on a ensuite 

= l^94/|G j 

n faisant donc nsacie des valeurs de A'"', et (5), données pré- 
cédemment, et s«-,j ant clans (5); on trouve ré(piation 

‘ 'c du quc. lie satellite égale à 

— o'', 0001 5 5 ./“; 

et parconséquent elle sera long- temps insensible. , 

I.e n^ t 5 nous offre encore l’inégalité suivante, dans le moyen 
mouvement du quatrième satellite, rapporté à l’orbite de Jupiter, 


— — ^ — — si n. (/;/-!- A — 'L')‘ 


Une première approximation m’a donné 

r=a 772 ^ 

rinégalilé précédente devient ainsi 

— 49^5^ .sin.(/.754i" — 52875'"). 

j.cs inégalités de ce genre sont insensibles, relativement aux 
'autres satellites. . 

25. Tl nous reste à consacrer les inégalités dépendantes du carre 
de la force perturbatrice. fon a vu dans le n" 18 que Je second 
satellite est assujéti à l’infealité 

^.( 11 )*. — 2Ul + 26 — 2 é ')- 


I 
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Les observations donnent à Fort peu-pres 


(ii)= 11925'; 

Tinégalilé precedente devient ainsi 

6(y,y8 . siii. (^^nt — yjit + — 2 /). 

Les inégalités du rnême genre sont insensibles, rel al ivcnicnt aux 
autres satellites. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE VIL 

De la durée des éclipses des satellites. 


26. Nous n’observons point immédiatement le mouvement 
fb«^tellites de Jupiter autour de cette planète. Leur élongatiou 
à Jupiter, vue de la terre, est si petite, que les plus légères er- 
reurs dans les observations en produisent de plusieurs degrés, dans 
leurs mouvemens jovicentriques. Mais leurs éclip?cs oflVent un 
moyen incomparablement plus exact pour déterminer ces mouve- 
mens , et nous devons à Tobservation de ces phénomènes, la con- 
naissance de leurs inégalités. Jupiter projette derrière lui , rela- 
tivement au soleil , une ombre dans laquelle les satellites se plongent 
près de leurs conjonctions. I/’inclinaison des orbifes des (rois pre- 
miers satellites, à l’orbite de Jupiter, et leurs distances à la pla- 
nète , sont telles que* ces corps s'éclipsent à cliacjue révol tion 5 
mais le quatrième cesse souvent de s’éclipser, et cela joint à la 
durée de sa révolution, rend ses éclipses plus rares ([ue celles 
des autres satellites. 

Un satellite disparaît à nos jeux avant qu’il soit entièrement 
plongé dans l’ombre de Jupiter. Sa lumière affaiblie par la pénombre, 
et pareeque son disque s’enfonce de plus en plus dans l’ombre de 
la planète, devient insensible avant qu’il soit tolalcment éclipsé^ 
son bord, au moment où nous cessons de le voir, est donc en- 
core à une petite distance de l’ombre de Jupiter, et si l’on con- 
jçoit à cette distance une surface semblable à celle de l’ombre, 
l’immersion du satellite dbns l’intérieur de cette surface , et sa 


commencement et la Cn de son 
pas la meme pour tous les satellites. 


sortie ,* seront pour nou^ 
éclipse. 

Cette ombre fictive n’e^ 

Elle dépend de leur distlnce apparente à Jupiter dont l’é- 


clat affaiblit leur lumière) 
M£can. gel. Tome // 


elle dépend de l’aptitude plus ou 

Q 
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moins grande de leurs surfaces, à réfléchir la lumière : elle dé- 
pend encore de la pénombre, et probablement de la réfraction 
et de rcxtinclion des rayons solaires dans Patmospbére de Jupiter, 
l^a plus grande durée des éclipses d’un satellite ne peut donc pas 
nous faire connaître avec précision celle des autres satellites; 
mais la comparaison de ces durées doit nous éclairer sur l’influence 
des causes que nous venons d’indiquer. Les variations des distances 
de Jupiter aù soleil et à la terre, en changeant l’intensité de la 
lumière que nous recevons des satellites, influent sur la durée 
de leurs éclipses: l’élévation de Jupiter sur l’horizon, la pureté 
de ralinosphère terrestre, enfin la force des instrumens dont se 
sert l’observateur, influent pareillement sur cette durée. Toutes 
ces causes répandent de l’incertitude sur les observations des 
éclipses des satellites, et principalement sur celles du troisième 
et du quatrième. Heureusement, on peut observer assez fréquem^ 
ment l’immersion de ces deux satellites, dans les mêmes éclipses; 
ce qui donne l’instant de leur conjonction d’une manière assez 
précise, et indépendante de la plupart des causes dont nous ve- 
nons de parler. 

Déterminons d’abord la figure de l’ombre de Jupiter. Si cette 
planète et le soleil étaient sphériques, l’ombre de Jupiter serait 
un cône tangent à la surface de ces deux corps. Mais Jupiter 
est sensiblement elliptique ; la figure de son ombre doit donc 
différer sensiblement de celle du cône. 


Considérons généralement l’ombre d’un corps opaque éclairé 
par un corps lumineux, quelles que soient les figures de ces 
corps. Si par un point quelconque de la surface de l’ombre, on 
mène un plan tangent à cette surface, il sera tangent à-la-fois 
aux surfaces des deux corps. Il est visible que les trois points 
de contingence seront sur une même droite qui coïncidera par- 
conséquent avec la surface de l’ombre ; cette surface est donc 
formée par les intersections d’une suite* de plans tangens aux sur- 
faces des deux corps opaque et lumizlgux. Soit 


X'=.ay 


l’équation générale de ces plans, c étant dj3S quantités va- 
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riables d’un plan à l’aufre. Nous pouvons appliquer ici les con- 
sidérations du n^ 65 du second livre, relativement aux orbes, pla- 
nétaires considérés comme des ellipses variables. Si Ton fait varier 
infiniment peu les coordonnées x^y y z, elles pourront encore cire 
censées appartenir au même plan ^ ainsi Ton peut différencier 
réquation 

x — ay -^rhz^Cy 


en regardant a, comme constans , ce qui donne 

dx = ady + hdz^ 

En la différenciant ensuite, en faisant tout varier et rctrancknnt 
la première différentielle de la seconde, on aura , 

O — y .da ^ Z ,db ^ de y 


ensorte que si Ton considère h et c comme fonction de a , 011 
aura 


I , 


de 

du 


Soit maintenant, = Vcquation à la surface du corps lu- 
mineux. Nommons X, 1 ", Z, les trois coordonnéc's de celle sur- 
face , au point où elle est touchée par le plan. Pour (ju’il soit 
tangent à celle surface , il faut non-seulement que scs coordonnées 
puissent appartenir à l’équation de celte surface, mais qu’elles 
puissent encore appartenir à sa différentielle, 

• Substituant pour dX sa valeur adV^{-bdZ ) on aura 

«=‘'^■1®)+“ ■ b)}+" ■ i(È)+^-(È)i- 

Cette dernière équation !doit évidemment avoir lieu, quels qi;c 
soient dl'^ et ^Z *, on a donc 

O 2 
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-=m+^-(Ê> 

En combinant ces équations avec celles-ci , 

X — ^2 ? 

fl étant fonction de X , F, Z , on aura en éliminant X, F, Z, 
une équation finale tïi a, b , c. 

Soit ensuite /*'=o l’équation à la surface du corps opaque -, 
et nommons X', F', Z', les coordonnées correspondantes aux points 
où elle est touchée par le plan. / étant considéré comme fonc- 
tion de ces coordonnées , celte équation fournira de la meme 
manière les quatre suivantes : 

JjfzZZOy = 


d’où l’on tirera une seconde équation er\ a , b , c. Au moyen 
de cette équation et de la première, on aura b et c en fonctions 
de fl. Substituant ces fonctions dans les deux équations 


x = ay + bz-\-c-, 


, db 


de ^ 
da ^ 


I 

on aura deux équations entre x, y, etc. : éliminant a, on 
aura entre a:, y, z, une équation f nale qui sera celle de la 
surface de l’ombre. Telle est donc k solution générale du pro- 
blème de la détermination de l’ombr j du corps opaque, solution 
qui donne également l’équation à la surface de la pénombre j cai 
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il est clair que cetfe surface est formée, comme celle de Tombrc, 
par les intersections successives des plans qui touchent les sur- 
faces du corps lumineux et du corps opaque, avec la seule diffé- 
rence, que dans le cas de Tombre, on doit considérer les inler- 
seclions des plans qui touchent ces surfaces, du même colé *, 
au lieu que dans le cas de la pénombre , il faut considérer les 
Intersections des plans qui touchent ces surfaces, des côlés op- 
posés. Appliquons cette solution à l’ombre de Jupiter. 

Supposons d’abord Jupiter et le soleil, sphériques. Soit R le 
dcmi-diamfe(re du soleil, R' celui de Jupiter. Soit 1) la distance 
des centres de ces deux corps, et fixons au centre du soleil l’ori- 
gine des coordonnées. I<*é(piation de la surface du soleil sera 

X^ + r^ + Z^—R^:=zO, 

ensorte qu’ici = + — on aura donc par ce qui 

précède, les quatre équations 

r* + Z* — R^ — O , 

JT + aX— O ; 

Z-h^X=o; 

Xc=:ar+/jZ + c. 

Les trois premières équations donnent 

X* .(i + = 

Les trois dernières donnent 

X , ( I -f- ) — O f 

d’où Ton tire 

L’équation de la surface oc Jupiter est 

(x' — nyih — 


cnsortequ’ici/>t'^(X'— R'’ionauradonc par ce qui 
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précède, les quatre équations 

(X' — + — = 

Y' + a. ( X' — D) — o ; 

Z' — 

X' — D^aY' -^bZ' + c-‘D-, 


d’où l’on tire 

en faisant donc 

on aura 

et parconséquent 
L’équation 




X- 


c — D 




D 


donnera ainsi, en faisant 


/* 


D* 




rcqiialion 
Celle-ci 
deviendra , 


x = ay + b z-^ c 


X ~=:ajr + z.\^J" — a\ 

1 — A 

I 

En différentiant cette dernière équat/)a par rapport à a seul 


/' 


0=J' 


ÿp-a‘ 


on aura 
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tl’ûîi l’on tire 


V<y*+i“’ 


i=vO’~"‘ = 


fi 




et parconséquent 


^ — 7:^ =//jK“ + ; 
(7^— 


OU 


équation à la surface du cône. J et z étant nuis à son sommet, 
on aura à ce point 

D 


o; = • 


c’est la distance du sommet du cône, au centre du soleil. 1 mi eji 
retranchant 1) , on aura la distance du sommet du cône au centre 
de Jupiter , égale à 

Dk 

■ "# 

l 

Maintenant, pour avoir égard à rdlipllcité de Jupiter, nous 
supposerons que son écjiuUeur coïncide avec le plan de son or- 
bite. L’erreur qui peut résulter de celle supposition serait inille , 
si Jupiter était sphéricpie j elle n’est donc que de l’ordre du pro- 
duit de relliplicilé de Jupiter, par l’inclinaison de son éijna- 
leur ; elle doit parconséiiucnt , être insensible. Cela posé, ou 
aura comme précédemment, 

c Fl , l -q- ii^ ’-f- Ô*. 

L’équation de la surface iie Jupiter sera 

R' étant le denÿ-pelit axe de Jupiter*, en représentant donc par ^ 
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le premier membre de celte équation , on aura par ce qui précède, 

r' + u.(X'-i>) = o-, 

( I -l-p)* . Z' -h . ( X'— Z>) = O ; 

X' — /? = aY' -^-bZ' + C’—D-, 

d’où l’on tire 


Soit 


(<+p)«'_v. 
R 




on aura, en négligeant le carré de p, 

i=(-r^)yy~> 

ce f[ui donne pour l’eijuation du plan, 
a:==«j + (i— ^lï~' 

En la différentiant par rapport à a seul, on a 

0 - T ^^0 


O =>■ — az. 




a\p . R^.a 


Eliminant a , au moyen de ces équaj 
la surface de l’ombre. Mais on peut 
sei'Vant que si l’on suppose 


ions, on aura l’équation de 
simplifier le calcul , en ob- 


Æ = 


fy 


/y‘+' 
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fy — étant la valeur de a, dans l’hjpotlicse splicriciuc, on a 



V/y* + 2.' 


^if-y 

Z 


(i— 


L’équation du plan devient ainsi j 


x—f i/"r+z* ■ — 


n Af./î* 

l—K D "y + 4*' 


d’où l'on tire 


a/^. Ap.g.* o. P . Ap . R* . Z.* 


= (r+zP 

•'“A ^ 1 — A + 

/est égal à — — 1° radical devant avoir le 


signe ~ , parceque x est 
peu-près 


moindre que — On a ainsi a très- 

* 1 K 

f- -P- . 

J /t.(l— A)’ 


D étant considérablement plus grand que R •, on aura donc 


c’est r^quation delà figure de Tombrede Jupiter. On trouvera par 
la. meme analyse , que l’équation de la pénombre est 


«•■(i+A)’ r> V_v*a-2*-i — ^.pz\{—^Â=+ih 

— jji — T+T/ ‘ + ^ ^ 


Considérons une section de l’ombre de Jupiter, par un plan per- 
pendiculaire «à l’axe , à la distance r du centre de la planète. 
On aura* dans ce cas, .r=jZ>H-r3 partant 




(D.X— r.(i— 


n 


y'r-h^' 


On a d’abord cn^ négligeant p , 
MicAN. cÉL. Tome IV . 


P 



”4 
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/ÿ+I. = ü.. 

substituant cette valeur, dans le terme affecté de p , on aura 

( , +,)•. ff-, {. 

^ k.D 


Cette équation est celle d’une ellipse dont l'ellipticité est 
'’C'+'ïï) r 

La quantité étant peu considérable même relati- 

^ K.h 

vement au quatrième satellite •, on voit que cette ellipse est à 
peu -près semblable à l’ellipse génératrice de Jupiter. Son demi- 
grand axe est 

(.+,). 

OÙ l’on doit observer que (i est le demi-diamètre de l’équa- 

teur de Jupiter. Soit a ce demi-grand axe, et faisons 




rO-^‘ 

hD 


nous aurons pour l'équation de la section de l’ombre de Jupiter ^ 


et 3a sera la plus grande largeur de cette section. 

En faisant A négatif dans les valeurs de a et de p', l’équation 
précédente deviendra celle de la secti^on de la pénombre ^ d’où il 
suit que la plus grande largeur de la pénombre, à la distance 
r dti centre de Jtipiter, étant égale à la diflérence des deux va- 
leurs de a , relatives k l’ombre et à la pénombre ; elle sera 

R étant le demi-diamètre du soleiL 



• 
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Nommons présentement Z la hauteur d'un satellite, au-dessus 
de l’orbite de Jupiter, au moment de sa conjonction , r sa dis- 
tance au centre de Jupiter, et l’angle décrit par le salelliie 
sur l’orbite de la planète, depuis l’instant de la conjonction, eu 
vertu de son mouvement synodique. Prenons ensuite pour axe 
des a; , la projection du rajoii vecteur du satellite sur l’orbite de 
Jupiter, au moment de la conjonction, ou, ce qui revient au 
même, le prolongement du rayon de l’orbite de Jupiter, à cet 
instant; on aura 

y* = (r* — . sin\2^. 

L’équation de la section de la surface de l’ombre devient ainsi , 


(/* — z*).sin*.2^, = iX* — ( I * 


Nous négligeronS|les quantités de l’ordre et <c*.sin*./>, , ce qui 
réduit ré(|uation précédente à celle-ci. 


r* . sin^.î^ = i i 

or on a 


z = Z4-sin.r,.-^- 4- ^.sin‘. 2 ^, -+-etc. 


on aura donc à très-pen-près 

r\sin*.(-', = (X* — (i 4-p')*- ^ i *)"• sin. ; 

d’où l’on tire 


(i+p'y.Z. 


dVy 


= 1 / {î + (.+ p) fl îr-o+rt.y}. 


*5 étant supposé exprimer la tangente de la latitude du satellite, 
au-dessus de l’orbite de Jupiter, au moment de sa conjonction, 
on a à fort peu-près Z — rs, /’ étant à Irès-peu-près constant j 
l’équation précédente devient ainsi , 

■ ‘ P 2 
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Cette formule prise en donnant le signe + au radical, exprime 
le sinus de Parc décrit par le satellite , en vertu de son mouve- 
ment sjnodique, depuis la conjonction jusqu’à l’émersion. Avec 
le signe — , elle exprime moins le sizius de ce meme arc, depuis- 
l’immersion jusqu’à la conjonction. 

Soit T le temps que le satellite emploie à décrire la demi- 
largeur CL de l’ombre, en vertu de son mouvement sjnodiquc , 
et t le temps qu’il met à décrire l’angle Supposons 


d\\ 




= ï H- 


X étant une très-petite quantité, a étant la mojenne distance du 
satellite à Jupiter, ^ est le sinus de l’angle sous lequel la demi- 

largeur et serait vue à celle distance. Soit ê cet angle ^ on aura 
à tres-peu-près, 

^ , 


Si l’on substitue dans cette expression, au lieu de 2^,, son sinus^ 
qui en diffère très-peu 3 au lieu de sin,2^i sa valeur précédente, 

et Ê au lieu de on aura 

a 




Si l’on n’a égard qu’aux équations du centre des satellites , on a 
comme l’on sait, 

et il résulte encore du n® 4^ la môme équation subsiste, en 
ayant égard aux principales inégalités des satellites j on aura donc 
à très-peu-près , 




-(ï+p'y. 


s ds 
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Si l’on nomme t ' la durée entière de l’éclipse j on aura 

t' =ar. ( . j/ f , + 1 X+ ( I +/ ) j . {i + :-.Y- ( I +/ ) -, 

d’où Pon tire 

Cette équation servira à déterminer les constantes arbitraires que 
renferme l’expression de s, en choisissant les observations des 
éclipses dans lesquelles ces constantes ont eu le plus d’influence. 

La durée des éclipses étant un des points les plus import ans 
de leur théorie , nous allons examiner particulièrement les formules 
précédentes. La demi-largeur oc de l’ombre varie àvec les dis- 
tances du satellite à Jupiter, et de Jupiter au soleil. En nom- 
mant D' — ih distance de Jupiter au soleil, Z>' étant sa 
moyenne distance, et faisant comme ci-dessus, 7' = a. (i— ' 
la variation de a sera 

S D 

*-Xest toujours fort petit par rapport et cette dernière 

quantité est II ,c.Qs, E — 1 )\ ainsi la variation de a est 

à fort peu-pres, 


— » . ^ .//. cos.(M+A— 7 ) ) 

d’ou il suit que dans les formules précédentes, il faut substituer 
au lieu de la fonction 

C dans cette fonction, étant relatif aux moyens inoiivemcns et 
aux moyennes distances du satellite à Jupiter, cl de Jupiter au 
soleil. 
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T exprimant le temps que le satellite emploie à traverser la 
demi-largeur a de l’ombre 5 ce temps diminue par la variation 
de a, de la quantité 

mais il augmente , pareeque le mouvement synodique est à fort 
peu -près dans Tin si an t dt 

(n-M) . dt . {i + //. cos. {Mt + E~l)} ; 

ce qui donne pour l'accroissement de T dû à cette cause, 

* {,7!^-«'.cos.(i)//-i-£-/)-X j -, 

i 

En négligeant donc X, comme nous favons fait ci-dessus, on 
trouvera qu en vertu des deux causes précédentes réunies, T sc 
change dans 

{' + { 1 ^ 1 - • è)-^/-cos.(J//+£- 7 )} 

mais ces deux causes n’ont d’effet sensible (juc sur les éclipses 
du quatrième satellite. 

Dans ces éclipses , vers les limites de ces phénomènes, les quaii- 
lîlés de l’ordre s^, que nous avons négligées sous le radical de 
l’expression précédente de t, peuvent devenir sensibles. Mais la 

seule qui ait quelque influence est le carré de (i qu’il 

aurait fallu ajouter à la quantité comprise sous ce radical. On 
en tiendra compte , eu augmentant sous ce radical , ainsi que 

dans les expressions de et de s, X de la quantité 

Nous avons confondu l’arc avec son sinus j mais on a à 
très-peu-près 

= sia. 2^, + ÿ . sin^ Vi ; 
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la valeur précédente de 1! doit donc être multipliée par 1+^ .sin'.z/,. 
Relativement au premier satellile, est d^environ dix degrés, ce 
qui rendÿensible le produit de /' par •^.siu*.2^,. Mais cette erreur 
est corHgée en grande partie , par la supposition que nous avons 

faite car on a^ = sin.Ç; nous aurions dû parconsé- 

quent supposer ” = ^ | • sin\ ê, ce qui revient à peu-près à mul- 

tiplier la valeur de i par i — ^.sin*.f, pareeque le terme 
' ^ > compris sous le radical de l'expression de étant 

une petite fraction dans la lliéorie du premier satellite , on peut 
négliger son produit par ~.8in*.Ç. La valeur t' déterminée 
par la formule précédente , doit donc être multipliée par 
i-i-^.sin^. — |.sin\ C , ou par i — ^ .cos.a^,-}-^ .cos.2q. L'arc 

r, différant peu de 6, relativement au premier satellite, le pro- 
duit de t' par — cos.aS) est insensible. 

La valeur de T, déterminée par un très-grand nombre d'éclipses, 
donnerait la distance moyenne du satellite au centre de Jupiter, 
en parties du diamètre de l’équateur de cette planète, si le sa- 
tellite disparaissait à l'instant où son centre entre dans l’ombre 

de Jupiter. En effet , - étant ici le sinus de l’angle sous lequel 

la demi-largeur de l’ombre est vue du centre de Jupiter , dans 
les moyennes distances delà planète au soleil , et du satellite à 
Jupiter *, nous nommerons q cet angle , et nous aurons par ce qui 
précède , 


Ll±£1£, 

a 


(i-a) 


a ) 


sin. q. 


.La valeur observée de T donnera celle de l’angle q y qui n’est 
que l’arc correspondant décrit par le satellite^, en vertu de son 
moyen ‘mouvement synodique^ on aurâ donc les quatre équations 
suivantes : 
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(1— A) 

g} = sin.,; 


i “ 

A 

■ ■ a" 

! 5 - 

(1— A) 

A 

77 J = sin« 9 i 

(•+P')«' 

«• 

{î- 

(l— A) 

A 

sssLn./; 

(i-4-p')R' 

a* 

{- 

(1-0 

A 

.g}=sin.9'î 


Cliaciine de ces quatre équations donne une valeur de 

c’est-à-dire, la valeur de a" en parties du rayon (i-i-p').Ii' de 
l’équateur de Jupiter; car il y a très-peu d’incertitude sur le rap- 
port de Ç, donné par les observations de Pound, citées par 

Newton; et les rapports îj, J sont bien déterminés par le 

n* 20. Les différences de ces valeurs de a* feront connaître les 
erreurs de la supposition que les satellites s’éclipsent au moment 
de rentrée de leurs centres dans Tombre. En effet la pénombre, 
la grandeur et le plus ou. le moins de clarté des disques , la ré- 
fraction que les rajons solaires peuvent éprouver dans 1 atmos- 
.plière de Jupiter, sont autant de causes d’erreur qu’il est tres- 
difficile d’apprécier. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE VIII. 


Délermination des 7?iasses des salellilcs et de Vapplatis- 
se ment de Jiqnter, 


37. Les formules du cliapifrc VI renferment un grand nombre 
de constantes indéterminées dont la connaissance est indispen- 
sable pour établir la théorie de chaque satellite. Les principales 
sont les masses des quatre satellites et l’applatissement de Jupiter: 
nous allons d’abord nous en occuper. Pour en fixer la valeur, 
il faut cinq données de l’observation. Nous prendrons pour pre- 
mière donnée, l’inégalité principale du premier satellite, inéga- 
lité dont le plus grand terme, d’après les recherches de Delambre, 
est égal à 225", 471 en temps, c’est-à-dire qidil avance ou re- 
tarde les éclipses du satellite, de cette quantité, dans son rnaxi-- 
muni. Pour le convertir en arc de cercle, il faut le multiplier 
parla circonférence entière, ou par 1^00% et le diviser par la 
durée de la révolution sjnodique du premier satellite, durée qui 
est égale à 1^,769861. On aura ainsi pour ce terme 

o^,5o5o5g. 

Le plus grand terme de cette inégalité est, par le n* 21, 

m'. 2% 1 7504865. 

En égalant ces deux quantités, on trouve 

77 l' — 0,252355. 

Nous prendrons pour seconde donnée, l’inégalité principale du 
second satellite, 'dont le plus grand terme, d’après les recherches 
Mecan. cél. Tome IV, Q 
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de Del ambre , est égal a io 5 (y,i 8 en temps. Pour le rédr/ 
arc de cercle, il faut le multiplier par 4oo% et le div*. ^ ; 

durée de la révolution sjnodique du second salelli , s- 
est égale à 5 ^, 554 oG 5 ; on aura ainsi pour ce terme 

1®, 193068. 

Par le n° 21, le plus grand terme de cette inégalité est 
m .6951 ",466 12 108", 992. 

En égalant ces deux quantités, on aura 


7?i = (i). 

I.a troisième donnée dont nous ferons usage, est le mouve- 
ment annuel et sydéral du perijove du quatrième satellite, mou- 
vement ([ui , d’après les recherches de Delambrc, est égal à 
^959", io 5 . Nous supposerons donc dans la dernière des équations 
en g du n® 22, ^>^£=7959",! o 5 . Elle devient alors, en la divisant 
par fi\ 

0=6984'', 91 5 — 29/|6"/j5./4 — 565", 10,772 — 1^77", 1 5.7/2' — fi ’] 

+ 1 0 i",o 3 . m . P 4- 47 ï "/:>9 • + 3 o 1 2", 07 . m " . 


Pour réduire cette équation à ne renfermer que les indéterminées 
fXy VI et 7/2", il faut en éliminer les fractions La com- 

paraison d'un grand nombre d’éclipses du troisième satellite , 
avec la théorie, m’a fait voir que l’expression de son mouve- 
ment renferme deux équations du centre très-distinctes, dont une 
se rapporte au perijove du quatrième satellite. Delambre a fixé 
cette équation à 756 ", 6 o 5 , et il a trouvé l’équation du centre du 
quatrième satellite égale à 9265 ", 56 , ce qui donne 


H- 


756", 6o5 
9265", 56 


0,0816578. 


C’est la quatrième donnée que nous tirerons des observations , 
pour déterminer les masses. L’équation précédente devient ainsi 
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O— 6734"^C34 — — 563^4^0 . 772 + 1 01 ./?/ .^1 

— /,i;)j'.8y.w'’+ io(j", Gj Jl.,. j 


(■') 


Les trois premières équations en g du n'* 22 deviennent, en y 

h" 

siibslituant pour 7 ;z'et^, leurs valeurs précédentes, et en les 
divisant par li\ 


rr — [û4Bi7";58-f 553878‘'^78 ./^+i 59201 '45 . m-f 52 û 5 ",o 5 . . ~ 

-f- [ i536i'48i 4- 57805", 9 .7n — 4.9445'43.m"] 

+ 1681 '487. 21 3", 4^. 771*' • 

G — [ 56497'47 • ^ + 2253 o^' 44 • — ï 95001 '44- ^ 

f775i'48i5 — io90o3'42./x — .m ' — 1 804", 18. 771*' j h'\ • ^4) 
1 — 81 807", 5 . 7)J^ -f- 139953" . mm" — 59856", I . m'^ J 1 

4- 1 834450 . m" 4“ 790", 56 . 771“' — 2089", 63 . mm" -f* 1 829406 . rri^ ) 

0= i43i3'’,3.m.p4-{4'7'>".23— 4842",59.7n4-4i4a'',o4.m").-|7 ^ 

+ 276", 79 — 1 736", 44 . ix — 2G6'',8o . m — 1 23", 70 . m" +35 1 4", 34 . /d"' . ) ’ 



Enfin , la cinquième donnée dont nous ferons usage , est le mou- 
vement annuel et sjdéral du nœud de l’orbite du second satel- 
lite sur le plan fixe. Ce mouvement est rétrograde et égal à 
13387044^ d’après les dernières recherches de Delambre : c’est 
la valeur de p* En la substituant dans la seconde des équations 
du n'* 25 , en p , l, etc., et divisant cette équation par on 
aura 

ors i 336634 io — io 9 ooo' 42 o./>t — 31673471 -m. 

— i8o4",i8.7«"4i-7)- 



La première, la troisième et la quatrième des mêmes équations, 
deviennent^ en les divisant par /' et substituant pour p et 771 , leurs 

Q2 
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valeurs précédentes. 
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O = .9p. 53".7,9+{ . .,45 iS", 3-553878”, 7G .,.-5 qo5''.o5 . m "- 7 ef . . : 

/, /• 

+ 52o5",o 5 . m" . 2r + 7 ^ 7 " > > 2 • Y 

O = 3 Goo", 3G+32G7",32 + 2t)852'',5 1 —2 1 264",89 • 3sG7",32 . m— 5 Sb' 

-)-5886'',85.m*.y 



l" 


l „ l'' i 

8 + 563", 1 0 . 7n . T, + 4438" ,87 • • ^7 ( 

; 1 I ’ 

+ { i32645",93— 2ç) 46",95 363",io.m — 4438",87 .m") 


(9) 


Pour tirer de ces équations les valeurs des neuf Inconnues , 
74, m, Vf, m, on observera que les cinq der- 

nières étant peu considérables , on peut d’abord lès supposer milles 
dans les équations (2), (5) et (6). En éliminant ensuite 7/1 de ces 
trois équations, an moyen de sa valeur en vf, donnée par l’equa- 
tion (i); on aura trois équations entre vf et m , au moj en 
descpiclles on déterminera ces trois inconnues, et parconsequent 777, 
au moyen de l’équation (i). 


On substituera ces premières valeurs approchées de fi, m, vf, vf , 
dans les équations (5) et (/,) , et l’on eu conclura les valeurs 

de P et de Ou substituera encore ces mêmes valeurs appro- 
chées dans les équations (7), (8) et (9), et l’on en conclura^les 
valeurs de j, Ç, Ç-, on substituera ensuite ces valeurs de y». 


j:, i,Ç,Ç, dans les équations (2), (5) et (G), qui ne renferme- 
ront plus alors que les quatre inconnues /4, 772 , vf,vf. On en 
éliminera m , au moyen de l’équation (i) , et en rcsoWant en- 
suite ces équations , on aura des valeurs de jx , vf , m”, et par- 
conséquent aussi de 777 , plus approchées que les premieies. 

On fera de ces secondes valeurs approchées le même usage 
que des premières. On continuera ainsi , jusqu’à ce que les deux 
valeurs approchées consécutives de chaque inconnue soient extre- 
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memeni^eii différentes, ce qui aura lieu après un petit nombre 
d’opérati|[ns. On a trouvé ainsi 

fx = 1,0055974 ; 

m — 0,175281 -, 
rri '=1 0,252555*, 
vi' ~ 0,884972^ 

7 ri‘z=, 0,426591; 
h =: 0,0020622 1 ; 

// = /z'". 0,0175550; 

K — /z". 0,0816578; 
l = /. 0,0207958; 

/' — — . i'.o,o54253o ; 

0,00095 1164. 

» 

La quantité jjl détermine Papplatissement de Jupiter, Pour cela, 
nous observerons que fon a par le n'" 22 , 

p — ,1 (P = /4.o,02I7794. 

En substituant pour sa valeur précédente , on aura 
P — 7(p = 0,0219015. 

Pour déterminer <p, nommons t la durée de la rotation de Jupi- 
ter, et T celle de la révolution sydérale du quatrième satellite; 
on aura à très-peu-près , 

On a par le n® 20 , 


suivant Cassini , 
Ou aura ainsi 


cT = 25,4359 ; 

T = i&,689019; 

t = o54i588g. 


ce qui donne 


<p= 0,0987990; 
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P = o^oyi^ooS, ^ 

Le demi-dianictre de l’équateur de Jupiter élant ^ .iri ïj <i;:N 
le demi-axe du pôle sera i — p, et parcoiiséquent é^ni ^ >.S^ . ' 
Le i^apport de l’axe du pôle à celui de l’équateur ai ,aé 

en différcns temps. Le milieu entre les diverses mesiu o . < st o,9^,9, 
ce qui ne diffère du résultat précédent que d’une quantité insen- 
sible. Mais si Ton considère la grande influence de la valeur 
de /uL, sur les mouvcinens des nœuds et des absides des orbes des 
satellites, on voit que le rapport des axes de Jupiter est donné 
par les observations des éclipses, avec plus d’exactitude que par 
les mesures les pins précises. L’accord de ces mesures avec le 
résultat de la théorie, nous montre d’une manière sensible, que 
la pesanteur. vers Jupiter se compose des attractions de chacune 
de ses molécules, puisque la variation dans la force attractive de Ju- 
piter, qui résulte de l’applatissement observé» de cette planète , 
représente exactement les mouvemens des nœuds et des absides 
des orbes des satellites. 

Eassemblons maintenant les résultats que nous venons de trou- 
ver. Si l’on divise les valeurs de ??i, jîi', vil ç^\.vf par dix mille, 
on aura, par le n"* ai, les rapports des masses des satellites à 
celle de Jupiter, et ces rapports seront 

I. satellite 0,0000170281 ^ 

II. sat 0,0000232355 ; 

III. sat 0,0000884972 ; 

ly. sat 0,0000426591 j 

le rapport des deux axes de Jupiter sera 0,9286992. 

Si l’on adopte les valeurs des masses de Jupiter et de la terre, 
que nous avons données dans le n® 21 du livre VI, on trouve que 
la masse du troisième satellite est 0,027057 , celle de la terre 
étant prise pour unité. Nous avons trouvé dans le u* 44 

même livre, la masse de la lune égale à 0110,014599; ainsi 

la masse du troisième satellite de Jupiter est presque double de 
celle de la lune, à laquelle la masse du quatrième est presque 
égale. 
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CHAPITRE IX. 


Des exceiiiricités et des inclinaisons des orbes des 

satellites. 


2g. Apres avoir déterminé Papplatissement de Jupiter et les 
masses de ses satellites, nous allons évaluer en ‘nombres les 
inégalités séculaires des élémeiis de leurs orbes. I.es excentricités 
et les mouvemens des absides dépendent de la résolution des équa- 
tions en g du 11° 22. Si Pony substitue pour m', ni\ et 7 if^ 

leurs valeurs précédentes , elles deviennent 


,U- 57 .a 6 a-, 6 - V„ + (C 858 -,.-. )■>-) 

\ V'^ 3 ooi 3 oo" ) 3 t ('■'■30013007] ( 

+ fa222",5 + - Ji" + 9 i',oGo.â 

\ (*■'■3^01300") ) 

■ ^4054", 77— - — -A+^g— i33377'4a 
( ( "^ 3oo 1 3oo" / 


491 83, "95 


+ 


U8o5",5+ ^^^ --j 

( ('‘*‘3ooi3oo'V ) 


( 

Ji' ^ 33 y'',i 5 . h"* ; 


(■ 


3ooi3oo" 


;C0 






4362 ”, 65 

('■'■sSsf’w 

+ 1704', 80 . A» ; 

(' ■'■3001300' / / 


; ( 3 ) 


+!&— 28478" 

= 1 7",5o6 . a + 1 09", G7 . A' + 2665", 86 . A" + (g— 8 1 79', 1 2 ) . A" ; (4) . 
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Ces ü(|uatioas donnent une équation linale ei: / i 
fort élevé. A chacune des valeurs de g répond ’ ' è n « ^ 

constantes h, Il\ Il et dans lequel trois de cee, r m( îa ' ' 

données au moyen de la quatrième qui reste arbi^iu ;.' *' ^ 

la nature du problème ne demandant que quat l uibitraires , 
1 e(|uation en g n’a que quatre racines utiles. La grande influence 
de rapplatissement de Jupiter sur les mouvemens des absides des 
satellites, rend les valeurs de g peu difi'érentes de celles qui au- 
raient lien par lefî'et seul de cet applatisscment : on aura ainsi 
une première ap[)roximatioii de ces valeurs , en égalant à zéro 
les termes des équations précédentes, dans lescpiels sc trouve l’in- 
connue g. Cette considération facilite extrêmement la détermi- 
nation des valeurs de g, que l’on peut obtenir par une approxi- 
mation proin'pte, de la manière suivante: 

On observera d’abord que la première valenr^deg*, dans Tordre 
des grandeurs, est peu différente de 620000'^ : on supposera donc 
^=620000'', dans les équations (2), ( 5 ) et ( 4 ), et après les 

avoir divisées par h, on en tirera les valeurs de 

substituera ensuite ces valeurs dans Téquation (i), et l’on mettra 

pour 620000" dans le diviseur • C)n aura ainsi 

une valeur de g plus exacte que la valeur supposée. On fera de 

cette nouvelle valeur le même usage que de la première , et ainsi 

de suite, jusqu’à ce que Ton trouve deux valeurs consécutives 

de g (jui soient à très-peu-près les mêmes. Un petit nombre d’essais 

suffira pour cet objet, et alors on sera certain que les équations 

(1), (2), ( 5 ) et ( 4 ) seront satisfaites, ce que Ton vérifiera d’ailleurs 

}i h" h”' • • 

en y substituant pour 5-, •^, j, y, leurs valeurs. On trouve ainsi 

g =: 6oG989",9 ; 

/î' = 0, 01 852 58 . Æ 3 r 

h” = 0,0054557 . h y 

= — 0, 0000 1 7 5 5 . A . 

Les valeurs de A', }i\ A", relatives à cette valeur de g, étant 
plus petites que A, on peut considérer A conutie l’excentricité 

propre 
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propre ilr\ premier satellite, dont l’abside a un mouvement a.niiuel 
et sydéral de 606989'', g. 

La seco ide valeur de g est donntîe par approximation , en éga- 
,^éro le ferme de réquation (2) qui contient^: cette va- 
à-peu-près de 180000". On supposera donc g'= 180000", 
dans les équations (i) , ( 5 ) et ( 4 ), et en les divisant par h', on 

en tirera les valeurs des fractions substituera en- 

suite ces valeurs dans l’équation (2) divisée par 1i, et l’on j fera 
^ = 180000", dans le diviseur . On aura ainsi une 

valeur plus approchée de dont on fera le meme usage que de 
la première. En continuant ainsi , on trouve 

g = i 78 i 4 i ", 7 *, 

h = — 0,0575592. 

/z" = — 0,0456686.// J 
If = 0,00004557 . h\ 

Les valeurs de A, h\ Jf étant ici plus petites que h-, on peut 
considérer h comme l’excentricité propre du second satellite 
dont l’abside a un mouvement annuel et sjdéral de i78i4i",7. 

La troisième valeur de g est donnée par approximation, en 
égalant à zéro le terme qui contient g dans l’équation ( 5 ). Celte 
valeur est à-peu-près de 5 oooo". On supposera donc g-=: 5 oooo", 
dans les équations (i), (2) et (4), et en les divisant par li , on en 
h h' h'" 

tirera les valeurs de Y' ^ substituera dans l’équa- 

tion ( 5 ) divisée par /z', et l’on y fera 5 ooot>", dans le divi- 
seur une valeur Aq g plus appro- 

chée et dont on fera le même usage que de la première, En con- 
tinuant ainsi, on trouve 
<• 

g ~ 29009*, 8 ; 
h = o , 0238 i 1 1 . a * ; 
h ' = 0,2152920./»* J 

, /»" = — 0,1291564./»*# 

Mécxn. cél. Tome IV. R 
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Ces valeurs de h, h'. A" étant plus petites que /" p u; 

dérer A" comme l’excentricité propre au troisièni. ' î i . . ,., 
l’abside a un mouvement annuel et sjdéral de , , 

Enfin, la quatrième valeur ie g est celle que • 

donnent pour le mouvement annuel et sydéral de faocui. di'npia- 
trième satellite , et l’on a vu précédemment que dans ce cas, ‘ 

S =79''9 ^io 5; 

A = OjOoaoGa,-? . A® j 
h' = o,oiy535o. A® ; 

/i" = 0,0816578. A®. 

l.os valeurs 'de A, h', h” étant ici plus petites que A®; on peut 
considérer A” comme l’excentricité propre au quatrième satellite 
dont l’abside a un mouvement annuel et sjdcral de 7969", io5. 

On voit par là que chaque satellite aune excentricité qui lui 
est propre. Cette circonstance qui n’a pas lieu dans la théorie 
des planètes, est due à l’applatissement de Jupiter, dont l’cfiet sur 
les perijoves des satellites est très-considérable. Il ne s’agit plus 
maintenant que de connaître les excentricités propres à chaque 
satellite, et les positions de leurs absides à une époque donnée. 
Nous dirons , en exposant la théorie de chaque satellite , cc que 
les observations ont appris sur cet objet. 

Considérons présentement les inclinaisons et les mouvemens des 
nœuds des orbes des satellites. Ces élémens dépendent des équa- 
tions en A et en /, données dans le n" 23. Rappelons ici ces 
équations. I.es équations en A deviennent, en y substituant pour 
/i, m, m', 7/i" et m®, leurs valeurs précédentes, 

o=— io3",27+57i26,9",64,x- 9353'',8o.x'- 46o6",3s.x'-327",25.x''; 

O = - 307", 2S — 547 . 1 2 . A -P 1 33377", 33 ■ x' — 1 73 1 5",94 . A"— 769",65 . a” ; 
o=— 4 i7',63— 5S6",i6.a~ 3599",79 . a' + 28478'',73 . a" -25u",25.a“’; 

°=~974 ".i 9— 62", 92. a— 25o',28.a'— 3928",28.A''-P8]79",n .a*. 

En résolvant ces équations, on trouve 
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A = 0^00057879; 

A' =: o,oo 5 S 5 S 8 S y 
X ’’ — 0^00708801 ; 

A'"=: o,î5o558o4. 

Ces valeurs de A, A', A'" et A** déterminent la partie de la lati- 
tude des satellites , qui dépend de l’inclinaison de ré(]uateur de 
Jupiter à son orbite. Il résulte du 10 que 200° — ’L' étant 
la longitude du nœud ascendant de cet équateur sur l’orbite 
de la planète, et 6' exprimant l’inclinaison mutuelle de ces deux 
plans; on a en faisant pour abréger, aoo'" — ^'z=iï, pour ces par- 
ties de la latitude des satellites sur l’orbite de Jupiter, 

(i — ^ A ).6'.sin.(^' — /); 

• (i _ A').â'.sin.(/— 7); 

(1 _ A'').6'.8in.(i^''— / ); 

(i _ A").0'.sin.(i^"— /). 

L’inclinaison 6' de l’équateur do Jupiter à son orbite, et la lon- 
gitude I de son nœud ascendant sur cette orbite, doivent cire dé- 
terminées par les observations. Delambre a trouvé pour l’époque 
de 1750, 

ff— 5%/j^5i9; 
i = 548%62I29, 

Ces valeurs de 6' et de I ne sont pas rigoureusement constantes; 
on a vu dans le n'* que la valeur de croît chaque année 
de o'',07o 35, et que la valeur de / diminue annuellement de 0^,8259, 
relativement à un équinoxe fixe. Ces quantités sont si petites , 
* que Eon peut se dispenser d’y avoir égard dans tout l’intervalle 
de temps que comprennent les observations des satellites ; mais il 
sera facile de les faire entrer dans Je calcul , si on le juge à 
propos. 

Les équations en l du n® 25 deviennent , en y substituant pour 
771 , m'y VL et //r, leurs valeurs précédentes , 

' R 1 
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o_(p_5yi26.q",64)./+9253",8o./' + 4GoS",32J''+327 ■' i. 

0 = 5471", 12J+ (/>— 133377", 33). /' + i73i5",94-^"+7S9 ''' 

0= 566",iG./ + 3599",79./' + (P — 28478''.73)-^"+25n • ' ’ 

0= 62", 92./+ 25o'', 28./' H- 3928'',28./"+ (/I 8179", . v-’-’i. 

Ces quatre équations donnent une équation en p du quatrième 
de^ru. Poui- en obtenir les racines, on fera usage de la méthode 
d’a^uproximation que nous venons d’employer pour déterminer les 
valeurs de g. On aura ainsi une première valeur de p relative a 
l’orbe du premier satellite, en égalant à zéro le coefficient de / 
dans l’équation (5), ce qui donne p = 5 r,i^(kl ' En supposant 
donc à p cette valeur dans les équations (6), (7) et (o), on en 

tirera les valeurs deÇ, j, j. On substituera ces valeurs dans 

l’équation (5) divisée par /, et l’on aura une nouvelle valeur de;; 
plus approchée. On fera de cette nouvelle valeur le meme usage 
que de la première, et l’on continuera ainsi jusqu’à ce que l^n 
arrive à deux valeurs consécutives de p extrêmement peu ditte- 
rentes. On trouve ainsi, après un petit nombre d’essais, 

q = -, 

/' = — 0,0124527. ^ 

/" = — 0,0009597./ J 

r z = — 0,0000995 ./. 

Les valeurs de l', l\ l\ étant ici moindres que /; on peut con- 
sidérer cette quantité comme exprimant l’inclinaison propre de 
l’orbe du premier satellite, sur un plan qui, passant constam- 
ment par les nœuds de l’équateur de Jupiter, entre cet équateur 
et l’orbite delà planète, est incliné de Tangle X.b à ce meme 
équateur. Si l’on substitue pour A et 6' leurs valeurs précédentes ; 
on trouve cette inclinaison de 19", 88. La valeur précédents de p 
exprime alors le mouvement annuel et rétrograde des nœuds de 
l’orbe sur ce plan, mouvement qui parconséquent est de 57i589",32. 

La seconde valeur de p est relative à l’orbe du second satel- 
lite. Elle est donnée par les observations , et l’on a vu dans le 
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n* préc'^cjit, que l’on a dans ce cas 

P = 133870 '', 4 5 

I = 0,0207938./' ; 

V — — o,o54253o./' ; 

Z"' = — o.ooogS 12./'; 

La troisième valeur de p est relative h Torbe du troisième sa- 
tellite^ on en aura une première valeur approchée, en égalant 
à zéro le coefficient de V dans Téquation (7), ce qui donne 
P = 28478", 73. En substituant cette valeur dans les équations ( 5 ), 

l l' 

(6) et (8), on en tirera les valeurs de j„, j, et Ces valeurs , 

substituées dans l’équation (7) divisée par/", donneront une seconde 
valeur de p dont on fera le meme usage que de la première. Eu 
continuant aiu8i^»on trouve 

;; = 28375 ", 48 ; 

/ =0,0111626./"; 

/' = O, ï 64o53o . /" ; 

r = — 0,1 qGsgso . /"• 

Les valeurs de /, /', l'” étant ici moindres que /", cette quantité 
peut être considérée comme exprimant l’inclinaison propre de l’orbe 
du troisième satellite sur un plan qui , passant constamment par les 
nœuds de l’équateur de Jupiter, entre l’équateur et l’orbite de la 
planète, est incliné de A". 6' à cet équateur. En substituant pour 
A" et 6', leurs valeurs précédentes , on trouve cette inclinaison 
de 93 o", 52 . Le mouvement annuel et rétrograde des nœuds de 
l’orbe du troisième satellite, sur ce plan, est de 28376", 48. 

* Enfin , la quatrième valeur de p est relative à l’orbe du qua- 
trième satellite. On en aura une première valeur approchée, en 
égalant à zéro le coefficient de l* dans l’équation (8), ce qui donne 
;7=8 i79",ii. En substituant cette valeur dans les équations ( 5 ), 

(6) et (7); on en tirera les valeurs de Ces valeurs 

substituées dans Péquation ( 8 ) divisée par r , donneront une se- 
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coude valeur de dont on fera le ni6me usage r i | 
mièrc. En conlinuaiit ainsi , on trouve 

P = '7G82",64 j 

i = 0, 0019856. r-, 

/' =0,0254108./" ; 
r = 0,1248622./". 

Les valeurs de /, /', /", sont ici moindres que/"; ccüe quantité 
peut donc être considérée comme exprimant l’inclinaison propre 
de l’orbe du quatrième satellite, sur un plan qui, passant cons- 
tamment par les nœuds de l’équateur de Jupiter, entre l’équa- 
teur et l’orbite de la planète, est incliné à cet équateur, de 
Tangle A".6'.*En substituant pour A" et 6' leurs valeurs précé- 
dentes , on trouve cette inclinaison de 454G^74• Le mouvement 
annuel et rétrograde des nœuds de l’orbe du quatrième satellite , 
sur ce plan, est de 7682'', 64 . 

On voit par là que l’orbe de chaque satellite a une inclinai- 
son qui lui est propre; circonstance qui est duc à l’applatisse- 
ment de Jupiter, dont l’influence sur les mouvemens des nœuds 
des orbes des satellites est très-considérable. Il reste maintenant 
à connaître les inclinaisons propres à chaque orbe , et les posi- 
tions des nœuds. Nous verrons bientôt ce que les observations 
ont appris sur cet objet* 
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CHAPITRE X. 

De la Uhraiion des trois ’preniieis satellites de Jupiter. 

29. O N a vu dans le 11° i 5 , que les moyens moiivemens des trois 
premiers satellites de Jupiter sont assujétis au ihéoreinc suivant 
qui a lieu généralement par rapport à un axe mobile suivant une 
loi quelconque. 

» 

Le moyen mowement du premier satellite y plus deux fois 
celui du troisième y est rigoureusement égal à trois fois le moyet} 
mouvement du second satellite. 

Pour faire voir jusqu'à quel point ce tbéorême est conforme 
aux observations, je vais rapporter ici les moyens mouvemens 
séculaires de ces trois corps, tels que Delambre lésa déterminés 
par la discussion d’im nombre immense d’éclipses. 11 a trouvé 
qu’en cent années juliennes ces mouvemens sont, par rapport à 
réquinoxe, 

satellite 82^826 1", i 3 ] 

II. sat 41 i4i25%8i277 ; 

III. sat 2 o4^îo57%9o598. 

•Le moyen mouvement du premier, moins trois lois celui du se- 
cond, plus deux fois celui du troisième, est ainsi égal à ^7^8. 
Cette différence est si petite, que Ton doit être étonné de l’ac- 
cord de la théorie avec les observations. Cependant, comme les 
tables doivent être rigoureusement assujélies au théorème précé- 
dent, Delambre a, pour cet objet, légèrement altéré les trois 
résultats précédens. 
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Parle n* i 5 , les époques des moyens mouvement «a ^ 

tellites sont assiijéties au théorème suivant : 

L'époque du premier satellite ^ moins tj'oîs fois /A; ^ 

condy plus deux fois celle du troisième , est ex 
à la demi -circonférence , ou à 200°, ^ 

Delambre a déterminé ces époques par la discussion d’un très- 
grand nombre d’éclipses, et il a trouvé les époques suivantes, pour 
le minuit commençant le premier janvier de lySo, 

satellite 16% 69584; 

II, sat 346 %o52 I ; 

IIL sat ii% 4 i 554 . 

I 

L’époque du premier , moins trois fois celle du second , plus deux 
fois celle du troisième, est ainsi égale à 200^01962^, ce qui surpasse 
la demi-circonférence, de i96'’,2. Les observations satisfont donc 
un peu moins exactement au théorème sur les époques, qu’à celui 
sur les moyens mouvemens. Elles pourraient en diflérer encore 
plus , par la considération suivante. 

A la distance où nous sommes des satellites de Jupiter, ils dis- 
paraissent à nos yeux, avant que d’être entièrement plongés dans 
l’ombre de cette planète; ils ne reparaissent qu’après s’en èire en 
partie dégagés. Pour déterminer l’instant de la conjonction d’un 
satellite , on suppose qu’au moment de l'immersion, son centre est 
à la môme distance du cône d’ombre qu’au moment de l’émersion ; 
or il peut arriver que la partie du disque du satellite, qui se plonge 
la première dans l’ombre , et qui parconséquent reparaît la pre- 
mière, soit plus ou moins propre à réfléchir la lumière du soleil, 
que la partie qui s’éclipse la dernière , et alors il est visible qu’au 
moment de l’immersion , la distance du centre du satellite à la 
surface du cône d’ombre , sera plus ou moins grande qu’au mo- 
ment de l’émersion. L’instant de la conjonction, tiré des obser- 
vations, sera donc plus ou moins avancé que le véritable instant. 
Les époques des longitudes moyennes des trois premiers satellites, 
conclues des observations de leurs éclipses , peuvent différer ainsi 
jdes époques réelles , et ne pas satisfaire exactement au théorème 

énoncé 
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énonce .^i^clcssus. A la vérité, cela suppose que la parlie du disque 
qui s'écl pse la première, est toujours sensiblement la meme', et 
c’est ce qui a lieu dans la nature, les satellites présentant cons- 
► * 'Miment, comme on sait, la même face à Jupiter, ainsi cjuc la 
luuc, la (erre. La considération que nous venons de présenter , 
n’empêche pàs les observations de satisfaire au théorème sur les 
moyens mouvemens qui , donnés par la diflérence des époques sé- 
parées par de grands intervalles, sont indépendans des inégalités 
qui peuvent exister dans la lumière des div^erses parties du disque 
dos satellites , du moins lorsque l’on considère autant d’immersions 
que d'émersions. 

La difTérence entre le résultat des observations et le théorème 
sur les époques, étant peu considérable-, Delambre a jugé plus con- 
venable d’y assujétir les époques de ses tables-, les corrections qu’il 
faut l'dire aux observations , étant dans les limites des erreurs dont 
elles sont susceptibles. 

Les deux tliéorêmes précédens donnent lieu, comme on l’a vu 
dans le n'" i 5 , à une inégalité particulière que nous avons désignée 
sous le nom de libration des satellites, et dont nous avons donné 
l’expression analytique. Pour l’évaluer en nombx'es, nous obser- 
verons que l’on a par le 11'’ 22 , 

7 '’'= 1,400 180 ; 

6’— — 0,857159. 

L'expression k du n® i4 , devient ainsi 

k= 1 2 5 , 855 . 1 ^, . jn'/n" + 1 -f - ^-7- . 771711 j j 

la valeur de k est donc positive, comme nousl’avons annoncé dans 
, 1 c n'’ i5, ou nous avons fait voir que le signe de k détermine si 
la longitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle 
du second , plus deux fois celle du troisième , est égale à zéro ou 
à la demi-circonférence j le signe négatif déterminant le premier 
cas, et le signe positif, le second cas. 

Si l’on substitue pour 111 y 771 , mH y leurs valeurs précédentes , 
bn aura 

9 

Mécan. cél. Tome IV, 


S 
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k = 0^000000607 3o2. 

Nous avons observé dans le n® i 5 ^ que si le théorème sur les 
moyens mouvemens des trois premiers satellites n’était pas rigo^^ 
reusement exact, les observations s’en écarteraient 100% dans 

nn temps plus petit que Soit T la durée de la révolution 

sydérale du premier satellite, 011 aura le temps pré- 

cédent devient ainsi — En substituant pour T, sa valeur 

4.\/9.h ^ ^ 

donnée dans le 11® ao, il devient 4 oii‘’“*% 3 i 4 , parconséquent , il est 
au-dessous de deux années , comme nous l’avons annoncé dans le 
11® i 5 . 

Les expressions de v , p' et v" dépendantes de la libration, et 
que nous avons trouvées dans le n® i 5 , deviennent en y substituant 
pour lUy in' et m\ leurs valeurs précédentes, ^ 


P ;= P,sin.(/7/.v^ k+A)j 
— P.o, 889 gi 2 .sin.( 72 /.V^ k 
v" = P.o,o62ii5.sin.(/2/.V^ X: +-^)i 


P et A étant deux arbitraires que les observations doivent déter- 
miner. La durée de la période de cette inégalité est 

— ^ ; cette durée est donc de 22701'*'“% 18 ^ c’est-à-dire d^un peu 

V ^ 

plus de six ans. 


Après avoir considéré l’ensemble du système des satellites ) nous 
allons développer la théorie particulière de chacun d’eux , en 
commem^ant par le quatrième. 
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CHAPITRE XL 

Théorie du quatrième Satellite. 

3o. D ELAMBRE a trouvé , par la discussion de toutes les éclipses 
observées du quatrième salellite, que son mouvement moyen, 
par rapport à réquinoxe terrestre du printemps j est en cent 
années juliennes, égal à 

Il a trouvé, de plus, que la longitude moyenne de ce satellite, 
par rapport au même équinoxe , à l’instant du minuit commen- 
çant le premier janvier de 1750 (et c’est ce que j’entendrai dans 
la suite par l’époque de 1750), était égale à 

8o%6i249. 

Soit donc 

6* = 8o%6i249 + i . 8754%2745956* 

i exprimant ici un nombre d’années juliennes écoulées depuis le 
commencement de 1750^ Ô"' exprimera la longitude moyenne du 
quatrième satellite, observée du centre de Jupiter et rapportée 
à l’équinoxe terrestre du printemps, 

Delambre a pareillement trouvé que le périjove de ce satellite 
avait, un mouvement annuel et sydéral de 7959^105, ou de 
8ii5",7j5, par rapport à l’équinoxe du printemps; et que la lon- 
gitude moyenne de ce périjove était, en 17^0, égale à 

200%58o5G ; 

Sa 


soit donc 
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fü 5 ‘'” = 200% 38 o 55 + / . 8 1 1 3 % y 55 3 

g'" — sera l’anomalie moyenne du satellite , comptée du périjove, ^ 
et l’on aura 

9 ’*' — 28 o% 23 i 94 + / . 8 y 53 % 4 C> 5222 i.' 

On a vu dans le chap. IX, (pK* le coellicient du plus grand terme 
de l’é(|uation du cenirc est égal à 92C5",5G. Il est facile d’en 
corîclure que la partie elliptique de la longitude du quatrième 
satellite est 

6" + 9265% Sf) . sin. 

+ /p" ,\/{.ûn.o. ( 6 "' — 

-f- o%2y . sin. 3 (/" — 

Le quatrième satellite participe un peu de Téquation du centre 
du troisième. Delambre a trouve le coclHcient de celte écjuation 
égal à i709%o 5^ et la longitude du périjove correspondante, en 
lySo, égale à 

343 % 82 o 67 . 

I.e mouvement annuel et sydéral de ce périjove est, par le n® 28, 
égal à 29009", 8, et parconséquent, son mouvement annuel tro- 
pique est égal à 29iG4",43. Soit donc 

= 343 % 82 o 67 + t . 29 i 64 % 45 » 

Désignons par 9 " la longitude moyenne tropique dtï^oisième sa- 
tellite*, 6" — sera sa longitude moyenne, comptée du périjove. 
Pour déterminer 9 ", nous observerons que Delambre a trouvé le 
mouvement annuel de ce satellite , en cent années j,uliennes 
égal à 

2042057^,9040, 

et sa longitude moyenne, à l’époque de lySo^ égale à 

11^,40092* 

011 a ainsi 
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()''= 1 i“, 39 j 49 + / . 20430’, 579040 5 
pai’conhéqnciît 

— ^zïr"=; 67^57282 + t . 2o/| 17 ",062597. 

L’équation du centre du troisième satellite sera ainsi 
l'jOijyoS . sin. 

On a par le cliap.TX, relativement à cette équation du centre , 
/r=— 0,1291564.//*, 

ré(|natioii du quatrième satellite, dépendante du périjove du troi- 
sième , sera donc 

— 1 709'', o 5 . 0, 1 291564 . sin. (6 ^' — ^") J 
et parconséqnent elle sera 

— 220 '', y J . sin. (à"' — 

Si l’on nomme Fl la longitude moyenne de Jupiter, rapportée à 
réi]uinoxe du prinleinps; l’<'xpi*ession de dV'" du n° 21 devient, 
en y substituant pour ///'’ sa valeur trouvée dans le 11° 27, et 
négligeant les termes dépendans de m et de ;//, ce que l’on peut 
faire ici sans erreur sensible, 

_ 3i'V56.sîri. (6^—6") 

— i4" ip,.sin. 2. ((j"—r) 

~ 2 ". 95 .sin. 5 .(/— 7 ) 

— " o". 90 . si n . 4 . (7 — 7) 

— o", 55 .sin. 5 .(/'— S") 

4- i2",99.sin. ( 27 — 2n)* 

Si Von considère ensuite (|ue , par le n" G, — 2//'’’ étant le coeffi- 
cient du plus grand terme de l’équation du centre du (piatrième 
satellite^ on a ei\ considérant la plus grande équation du centre, 
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— 2/1^ = 9265^56; 


i4^ 


on aura par le n‘’22, l’inégalité 

0^0144449 ‘ î • 9265"^56 . sin. (ô“'+'?îr"' — 211) , 
inégalité qui se réduit à 

66 ", g4 . sin. (ô'" + 'Tjt'" — 20). 

En désignant par V l’anomalie moyenne de Jupiter, comptée 
du pcrihelie; on a par le n° 22 , l’inégalité 

, —549", 79. sin. F. 

Enfin, on a par le n° 24, Tinégalité 

— 49",5i .siii.(/. 754 i"4-5i%9I988). 

7541" est le mouvement annuel et sjdéral supposé au nœud du 
quatrième satellite; mais nous avons trouvé dans le cliap. TX, que 
ce mouvement est un plus grand et égal à 7682", 64. U en faut 
retrancher la variation annuelle de 'V , qui, par le n'’ 25 , est 
égale à o", 8259 ; l’inégalité précédente devient ainsi , 

— 49",5i . sin.C^. 768 i", 8 i +5 i%9i988). 

En rassemblant toutes ces inégalités; on a pour la longitude v" 
du quatrième satellite , comptée sur son orbite , de l’équinoxe du 
printemps terrestre, 
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2;'^ = + 9265", 56 . sin. (&" — 

+ 4^^ 1 4 • sin . 2 . (ô'^ — 

+ o", 27. 8111.5. (r—^") 

~ 5 i", 5 G.sin. ( 0 "— r) 

— i4^i 2 .sin.2 .(â" — 6'") 

— 2^95.sin.3.(r— 0") 

— • * sin .4 • — Q"') 

— o^ 53 .sin. 5 .( 0 "— 0 ") 

— 220", 'j 5 . sin. (0 — ^") 

+ 12", 9g. sin. (20" — 20) 

+ 66''^9/|..sin. (6'"+^" — 20) 

— 49 1 . sin. (/*. 7681 "^8 1+5 1^^91988). 

Considérons maintenant le mouvement en latitude. Ce mouve- 
ment dépend de l’inclinaison de l’équateur de Jupiter à son or- 
bite , et de la longitude de son nœud ascendant à une époque 
donnée. Delambre a trouvé par la discussion d’un très-grand 
nombre d’éclipses, principalement du troisième et du quatrième 
satellite , que rinclinaison de l’équateur à l’orbite de .lupiter 

était de 5 ^ 4 ^ 52 , en ijIjo , et qu’à la meme épocjue , la longi- 
tude de son nœud ascendant était 548”,62i5. De plus, la pré- 
cession raojennc annuelle des équinoxes étant 1 54 ^ 65 ^ et la pré- 
cession annuelle de l’équinoxe de Jupiter étant par le ii'" 25 , 
égale à o",8259, le mouvement annuel de ce second équijioxe , 
relativement au premier, sera ensorte que la longitude 

^du nœud ascendant de l’équateur de Jupiter sera 

348 %G 2 i 5 + /. i 55 '', 8 . 

Le terme (X"' — i). 0 .sin.( 2 ^"++) de l’expression de la latitude 5" 
du quatrième satellite, trouvée dans le n® 10, deviendra ainsi 

(i— A">. 5 % 4352 . sin . (/ — 348%G2 1 3 — M 55 ", 8) ; 
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en substituant pour A'' sa valeur doiince dans le 28 , on aura 

2 'yijSo^i .siii. (2/'' + 5 J 78 7 i5T,8). 

Le tonne /"'.sin. (2^'''+/;/+ A), qui, par le n'^ 10, entre dans 
l’expression de et qui est relatif à rinclinaisoii propre de l’or^ 
bitc du quatrième satellite sur sou plan fixe , suppose la con- 
naissance de ï" et de A. Dclambre a trouvé 


r = — 277 i",G, 

el en 1750, 

A = 85%298Gi. 

La valeur de p relative à ce terme est, par le cliap. TX, 768:f'^r)4 ; 
pour le rapporter a récpiinoxe mobile du printemps terrestre, il 
faut en retrancher i54",()3; le terme précédent devient ainsi 

— 277 i'’,G.sin. +/• 7^28^,01 ). 

La comparaison des éclipses du troisième satellite a donné à 
Delambre, la valeur de propre à l’orbite du troisième satel- 
lite, égale à — 2285^,9, et la valeur de A qui lui est relative 
égale en 1750, à 2o8%525G2, De plus, la valeur correspondante 
de P est, par le n* 28, 28075", 48^ en en retranchant i54^Go, on 
aura 28220^,85 pour le mouvement annuel tropique du nœud de 
l’orbite du troisième satellite sur sou plan fixe, La partie de 
relative à ce mouvement est donc 


— 2280", 9 . sin. ( r»" + 2 o 8%325G2 + i , 282 2o",85 ). 

Pour avoir la partie correspondante de s% il faut multiplier le 

r 

coefficient de ce terme par et cette fraction, par le cliap. IX y 
est égale à o,i 9G565 o, ce qui donne dans i'' le terme 

448 ^9^ . sin. ( + 208^32562 + 1 . 2822 o",85 ). 

Delambre a trouvé la valeur de /' relative à Tinclinaison propre 
de l’orbite du second satellite sur son plan fixe, égale à — 5i52",2, 
et la valeur correspondante de A en i75o; égale à 3o3% 7854^* 

La 
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Là valeur de p relative à cette inclinaison est, par le 2H , 
135870", 4 * En en retranchant z 54 " ',G 5 , on aura 15571 5 ', 77, pour 
le moiivenient annuel tropique du nœud de lorbile du second 
^ satellite sur son plan fixe* La partie de 6-' relative à ce niouve- 
j^^nt est donc 

5 i 52 ",a .sin.(i^' -f- 5 o 5 % 7 C )543 + /. 155715^,77). 

Pour avoir la partie correspondante de s'% il faut multiplier le 
coeOlcienl de ce terme par y> cette fraction, par le chap. TX, 
est égalé à — 0,000951 iG/| ,, ce qui donne dans s" le terme 

4^8o.sin. (E" + 5 o 5 ’, 7 G 54 a +/. i 557 i 5 ", 77 ). 

» 

Il nous reste à considérer l’inégalité de 6* 

— 0,00 1447^1^ •(I'" — /'").sin. — 2 Z 7 — /;/ — A) 

donnée à la fin du n° 25 . Si l’on suppose que la valeur de/; soit 
relative au déplacement de l’équaleiir et de l’orhile de Jupiter, 
on a par le 10 , 

L~r:=.X\{L-L'), 

et parconséquent 

(1— — L') ^ A) est la latitude du satellite au- 
dessus de l’orbite de Jupiter, en le supposant mu sur son plan 
fixe, et nous venons de voir que ce terme est égal à 

2%98o5i .sin.((^"' + 5 r, 0787 — t , i 55 ", 8 ) • 

Tinégalité précédente de deviendra donc 

» 

.ooi/j/fySiS.sin. (p'’ — 2 l/ — 5i",5jSj + 1. , 

et parconsétjueiit elle sera 

4r)'',i5i.sin.(t'"’ — 2 C"— 

MjScan. cél. Tome IV, T 
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parmi les autres fermes rentermes clans rexpression 


— o/)oi/|'j78i5 .(// — — 2U — pt — A) 

le seul qui soit sensible est celui qui est relatif à Pinclinaisor 
propre de l’orbite du satellite sur son plan fixe. 'Dans et cas, 
TJ est nul, puisque la position de l’orbite de Jupiter nVst point 
sensiblement altérée par l’action des satellites. On a de plus, par 
ce qui précède, 

r . sln. A) =: — a 7 7 1 ^,0 . sin. i + / . 7 528",o ï ) ; 

le terme précédent devient ainsi 

— 4", 01 .sin. {v" — 80^,39861 — /.7Î28'',oi ). 

En rassemblant ces difï’érens termes de la latitude i'" du quatrième 
satellit(3 , au-dessus de l’orbite de Jupiter, on aura 

= .sin.(E"+ /)r,5787 — /.i 5.V,8) 

— 277i",G .sin.(E"+ 8^)%o(j8r)i +/.7528 ';oi) 

+ /.a 83ao'',85) 

. sin. ( v" + r>()j'%7()^4- + ^ ï ^">^7 1 5'477 ) 

+ 4’^V^-sin. — 2 U — + 1. 155", 8) 

— 4^01 .sin. (E" — 2U — 85'",a98Gi — / . 75a8",oi). 

Dans les éclipses du satellite et dans celle de Jupiter par ce sa- 
tellite, ces expressions de v” et de s' se simplifient j car on peut 
y supposer p.fl et 2JJ égaux à et à 2/4 et alors on a dans 
ces phénomènes 
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2;*;=6" + 9I98^6o.sin, .(6" — ^") 

+ 4^^ '^4*sin. :? .(5'" — 

+ o", :î 7 . sia. 5 . ( 6" — ) 

— 3i",5(ksui. (6" — 6") 

— I /{, ï 2 . sia. 2 . ( tr" — 6"' ) 

— 2Vj5.sin.5.(6'' — 6") 

— o", 90. sia. 4. (6" — y") 

— o^ 3 J . sia . 5 . ( Ô" — Ô'" ) — 2 20^", 7 3 . sifi . ( h"" — 

— 349^,79 ^ 

— 49 ^ 5 1 .sia. (/. 7081^,81 +3 i%9i988); 

.s'" = 2%97C)2i .sia. (2^'" + 3143787 — /. i5348) 

— -"i7^^7YLsia.(<^'''+ 834298G1 +/. 7328401 ) 

4- 44^^9^•siu.(2^''' + 2o84325G2 4- /, 28220485) 

4“ 4 * sia. 4" ^00478542 4“ ^ ^ 

Cette expression de donne Texplication d4in phénomène 
singulier que les observations ont présenté relativement à l’incli- 
naison de l’orbe du quatrième satellite et au mouvement de ses 
nœuds. L’inclinaison sur l’orbite de Jupiter, a paru à-peu-près 
constante depuis 1G80 jusque vers 17G0, et à-peu-près égale à 247. 
Les nœuds sur cette orbite, ont eu dans cet intervalle un mouve- 
ment direct d’environ huit minutes par année. L’inclinaison depuis 
1760, a augmenté d une quantité très-sensible. On aura l’inclinai- 
son de l’orbite et la position de ses nœuds à une épocjue {lé(crniinée, 
en donnant à / la valeur qui convient à cette époque. IVIettons l’ex- 
pression précédente de s'' sous cette forme , 

^A.ûn.v'*' — 

On déterminera A et B , en faisant successivement v” — roo* , et 
2^"' = 2004 dans l’expression de ~ sera la tangente de la lon- 
gitude du nœud, et A^ sera l’inclinaison de l’orbite. Cela 
posé, si l’on fait successivement 1 = — 70, / = — 3o, 1^=10, 

T 2 
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<!c qui répond aux années 1680, 1720 et 1760, on aura 

Im linaîson. Lon^iruiitî du nœud. 

1 G(So j 75 1 546% 0 1 9 T ; 

I G'?o J :»47 5 1 0 -, 5/|8 1 1 8C) j 

1 7G0 5 :> 4 7 1 25 ; 54 :? ,02 58 . 

Si l’on rcprcseii/c l’inclinai.son parla formule 24751 
/ étant ici nn nombre d’années juliennes éccnilées depuis 1G80 , 
on aura, en comparant cette formule aux trois inclinaisons pré- 
cédentes, 

N — — 04001055 ^ P = 0400000G8125. 

I.e minimum de la fonnule répond à t =: y ü , ou àTannéo 175G. 
La moyenne des trois inclinaisons précédentes est 247285* le 
mouvement moyen annuel du nœud, depuis iGGo jusqu’à 1 7G0 , 
est de 7', 88. Ces résultats sont entièrenicnt con[()rnies àceuX(]nc 
les astronomes ont trouvés par les éclipses observées dans cet in- 
tervalle. Mais depuis 17G0, l’inclinaison a varié d’une quantité 
tres-sensible. La valeur précédente de donne, en 1800, cette 
inclinaison égale à 248G57 , et la longitude du nœud égale à 
55548817. l.es observations, en conlirmant ces résultats, nous 
jbreent ainsi de renoncer à l’bjpotbcse d’une inclinaison cons- 
tante , et il eût été diflicilc, sans le secours de la théorie, de 
connaître la loi de scs variations. 

Pour avoir la durée des éclipses du quatrième satellite, nous 
reprendrons la formule du n'" a6. 


/=r.(i — x).< 


Z'. I 


\/ (*+^Y+(> +/).£), (^,+zx-(i+p').4); 


Dans cette formule, T est la demi-durée moyenne des éclipses 
du satellite dans ses nœuds. Delambre a trouvé, par un milieu 
entre toutes les observations, cette demi-durée égale à 99 
Mais depuis l’invention des lunettes acromatiques, la demi-durée 
lui paraît moindre de Sa", par la discussion de toutes les éclipses 
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observées depuis cette époque. Nous supposerons donc T=cjS^jo\ 
g est. Je moyen mouvement synodiquc du satellite, pendant le 
temps T, et l’on a g = 25Ci3". La valeur de p' est, parle n’ 26, 


égale à 



( 1-0 
l ■// 


On a vu précédemment que p= 0,071 3oo82j de là on lire 

p ' 0^0729603* 

I,a valeur de X est , par le 11° 2(3, à très-peu-pves égale à 
et parconséquent, en ne considérant (pie le plus gra.sd terme de v , 
on auTca 

•X= 0,01455/, 3. cos. (6" — 


On a vu encore dans le 2(1, (jiie la valeur de 7^ doit elie mul- 
tipliée par le tac leur 


^+1 


9)1 


— J/ 




IT étant ici ^excentricité de Vorbite de Jupiter. Ce laclcur de- 
vient ainsi 

I — o^oootiioT .cos. 


( I -4- P ) • / 

Nommons ^ la valeur de ^^--3 on aura 


^ z= i,3f)238o.sin.(e"'+ t. i3),8) 

_o,.237rHp.sin.(./'+ 83-,2(j8r.i 
+ 0, 02059.3. siii. + 2 ü8", 525(32 + t . 2822..", 8.5) 
• _|_o,ooo2i8.sin.(e" + 5o5%7()5/|2 +/• i J '7i-‘ 


Cela posé, si l’on néglige le carré de X, ce 
tité sous le radical de l’expression de /, à i 

négligé les protjuils de X et de H par 


qui réduit la qnan- 
4- X — si Ton 


011 aura 
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t r= — oS 6 ", 85 n . ^ ±: 9890", . ( I —A" — o,ccû6 1 0 1 . sin. 1 4- A— 

Il est facile d’eu conclure les inslans de rimmersion et de l’émer- ^ 
sioii du salellite, en observant que par le n* 2 G, exprime le^/ 
temps écould depuis Tinstant de la conjonction du satellite jjéo- 
jeté sur l’orbite de Jupiter, instant que l’on déterminé au 'mojen 
des tables de Jupiter et des expressions précédentes de v” et de 
La durée entière de l’éclipse sera 

19780". ( I — X— o,ooo6ioi .sin. V).y^ i -f- X — 
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CHAPITRE XI I. 


T/téof'te du iraisic/nc satclJile, 


3i. On a Vil dans le chapKre précudenf, que 
6 " = Il “,59349 + / . ao420'’,5790z'^o ; 

= -f- / . 29164^45. 

Ou a vu encore que réquation du ccnfrc propre a ce satel- 
lite est 

1 70y"^o5 . sin. 

Ce satellite a , comme on l’a vu, une seconde équation du centre, 
relative au perijove du quatrième, et égale à 

7504 (>T .sin. ( 6 " — 

L’expression de cTp" du n® 20 devient , en y substituant pour 
VI , iiï et VI ^ leurs valeurs, 

cTp"— C ® ) 

— 808430. sin. ( 9 ' — 6") 

— 11484. sim2.( 0'— 9 '^) 

— ^4^7 .sin. T) . ( 6' — 6") 

•_ 45409. sin. ( 0 ^— 0 ") 

-f- 154447 'Sin. 2 ( 6^ — 0'^4 
•4“ I o'48() . s i II . 5 . ( 0" — (f) 

4- 24 o 5 .sin .4 ( 0^ — 

4- 24^>9-SilE (20" — 211). 
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Le (liéüiêtue sur les c^pofiues des trois premiers satellites donna 


les deux termes 


1 — 6"=r 200’ + 5Ô' — 59" ; 

4",2i.sin. (0 — ^ 0 ") 
-2",57.sin.5.(0' — ^0") 


se réunissent ainsi dans un seul, — G", 58 .siM. 3 ( 0 — 9 '). 

Si , dans l’expression de Q" du n» 22 , substitue d’abord pour 
sa valeur relative a l’abside du troisième satellite, et qui est égale 

à 29009", 8; si l’on J substitue encore pourp, sa valeur relative 
à cette valeur de^, et si l’on observe qu’ici 

-2//=:,709",o5; 

l’inégalité Ç'-sin. (nl- 2 n'l + e-.2i'+gt+T) du n’ 22 deviendra 
— 0’}", 1 8 . sin. (0 — 20' -f 

0 — 2'/ est égal à 200’+ 0'— 20", ce qui cbange l’inégalité pré- 
cédente dans celle-ci , 


95", 1 8 . sin. ( 0 ' — 20" -f er-"). 

En substituant dans Q”, pour 5-, la valeur relative à l’abside du 

quatrième satellite, et pour J;!, Jes valeurs dépendantes de 
cette valeur de g, et en observant, de plus, qu’ici 


— 2h'" = 92G5'',5G ; 
la même inégalité devient 

/| 5";58 . sin. (6' — 2^" -f. ) 

I/inégalité du n'' 22 , 


^^43 > 9 ^- 


I -j — — 

32 . am" . ( M* — 


3(1*' rn . /i/i* 


^(im 


4 cwi" )) 


devient, 
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devient, en y substituant pour ni, ni, ni' et k, leurs valeurs, 

— i F". 

L’inegalitc du n* 22, 

— ^ + 1 " ) 

produit, à cause de la double excentricité du troisième satellite, 
les deux inégalités suivantes : 

+ r/,a9.sin. (6^ — aFl -f- 
+ i.sin. (6" — :>n -j- 

fl nous reste à considérer l’équation de la libration'du troisième 
satellite-, niais il résulte du n'" 29, que cette équation n’est pas 
un dixième de celles du second et du premier satellite, et celles-ci 
n’ajant pu encore être remarquées, il en résulte que celle du troi- 
sième est tont-à-fait insensible. En réunissant donc toutes les iné- 
galités du troisième satellite-, on aura pour l'expression de sa lon- 
gitude dans ses éclipses où l’on peut supposer 211=20'', 

= G" -f- i70 3 ", 7 G.sin. ( 0 " — 

+ 754 '^^ 7 ‘Siii. (0" — 

— 808", 20. sim ( 0 '— G") 

— I i",84.siu.2.(0' — 0") 

6 ", 58 .sin. 5 .( 0 ' — 0 ") 

— 45^22. sin. (0"— 0") 

•f- i 54 '^ 47 *^iii* 2 ‘(Q'' — 

+ io",8G. sim 5 .( 0 "— 0 '") 

+ . 2^53. sim 4 .( 0 "— G") 

+ 95", 1 8 . sin . ( 9 f _ 20" + ) 

+ 4 T ,58 . sin. ( 9 ' — 20" + 

— i 47 ' 442 .sin. 

Le troisième satellite présente dans ses mouvemens , des varla- 
Mégan. cél. Tomeiy. Y 
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tioiis singulières qui dépendent de la double équation du centre, 
(|ne renferme sa théorie. Pour les explicjuer , Wargentin eut 
recoiirsà deux équations particulières dont les périodes dans les 
éclipses, sont de douze ans et demi et de (juaforze ans, et qui sont 
en elles-nieines deux équations du cejitre , rapportées à des aby^ 
sides mues avec didérentes vitesses j mais les observations l’ayant 
forcé de les abandonner, il leur a substitué une excentricité va- 
riable. I.a première hypothèse de ce savant astronome était , 
comme on vient de le voir, conforme a la nature*, mais il s’était 
trompé sur la période et la grandeur de ces éfjuations, pareequ’il 
ignorait (pie l’une d’elles se rapporte à l’abside du quatrième sa- 
tellite. Ou a par ce qui précède, 

I + /.2916/j ", 4 ^ ^ 

= 20 o'’, 58 o 55 i + /. 8 ii 5 ", 755 . 

En comparant ces deux expressions, on voit que les deux peri- 
joves du troisième et du quatrième satellite coïncidaient en 1682, 
et alors le coeflicient de l’équation du centre était égal à la 
somme des coefficiens des deux équations partielles, c’est-à-dire , 
à 2458", o 5 . Eu 1777, le perijovedu troisième satellite était pins 
avancé de 200^, (jiie celui du quatrième, et alors le coedicient de 
l’équation du centre était égal à la diüérence des coedlciens des 
deux équations partielles , on à 949 ^ 49 » Ces résultats sont entiè- 
rement conformes aux observations. 

Considérons présentement le mouvement du satellite en latitude. 
La partie 

( I — a" ) . 9 ' . sin . (2^" + A ) 

de l’expression de / du n® 10 devient, en y substituant pour A', 
6', /? et A, leurs valeurs, 

3 % 5421 5 . sin. (/ -f- 5 i% 5787 — /. i 55 ", 8 ), 

T.e terme /".sin.(//-f-yt7/-f< A), qui, par le meme n% entre dans 
l’expression de /, et qui est relatif à l’inclinaison propre de l’orbite 
du troisième satellite, est par le n° précédent,, 
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— 2283 "^g.sin. (2^^ + + / . 28220", 85 )* 

Si l’on substitue dans le même terme, pour ;; et A , leurs valeurs 
relatives à l’inclinaison propre de l’orbe du quatrième saiellite ; 
il devient par le n® précédent, 

— 277i",G.-^. 810.(2^' + 85 ", 2986 + t.'j 52 S%oi )*, 

or on a dans ce cas, par le chap. IX, 

-^= 0,12/J8G2 ^ 

le terme précédent devient ainsi, 

— 34G",07 . sin. ( + t . 7528'’,o i )* 

I.c terme /'.sin. (1^"+;;/+ A) devient encore, en y substituant 
pour /7 et A , leurs valeurs relatives à l’inclinaison propre de l’orbe 
du second satellite. 

— 5 1 52", 2 . y . sin. ( p" + 5 o5%7G5/|2 ^ i 507 i 5 ", 77 ) 

on a dans ce cas, par le cliap. IX, 

y = — 0,034253 

le terme précédent devient ainsi, 

1 7 6", 48 . sin. (2;'' + 3 o3%7G542 + 13371 5 ", 77). 

Le seul terme sensible de /, parmi ceux que nous avons donnés 
.à la fin du n*’ 23 , est celui-ci: 

, — 0,00061935.(7/ — /").sin. {v" — 2U — pt—~ A ) 

en y subslituant pour If — /\ p el A, Jes valeurs relatives à 
l’équateur de Jupiter, il devient 

20*, 70. sin. (/ — 2Î7— 5 i‘’, 5787 -f-<.i 55 '', 8 ). 

V 3 
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Si l'on y subslilue encore pour i°, pet A, leurs valeurs relatives 
à l’inclinaison propre de l’orbe du troisième satellite, et si l’on 
considère qii’cilors Jjz=:o, on aura 

i"/i2.8in.(/ — — 2o8%a25G2 — t. 28220 ^ 85 )) 

en rassemblant Ions ces formes de la latitude, on aura dariS les 
éclipses ou à fort peti-près. 


ü%5/|Oo6 .siti.(o"+ — /. i55'',8) 

— 2282'', 5 .sin.(o" + 2o8%525()2 + /. 28220", 85) 

— r)4()'>7.sin.(o" + 85%2986 i+/. 7528'>i) 

i7G",/i^‘Sin. + 500^76542 + 1 . 

Pour avoir la durée des éclipses du troisième satellite , nous re- 
prendrons la formule du 26, 






s" (h" 
C ' cl V 


:|/(,4.iX + (i+pO.0.(i+iA~(i+pO4^^ 


Dans cette formule, T est la demi-durée mojenne des éclipses 
du satellite dans ses nœuds : Delambrc a trouvé celte demi-durée, 
depuis ^invention des lunettes acromatiques, égale à 7419' - Nous 
supposerons donc à T cette valeur: 6 est le moyen mouvement 
sjnüdi(]ue du salellite, pendant le temps et Ton a 
La valeur de p' est ici 0,072256; la valeur de A" est par le n® 26, 

à très-pen-près égale et parconséquent, en ne considérant 

que les plus grands termes de v", on a 


A = 0,00268457 . cos. ( 6" — rxr' ) 
+ 0, 00 1 1 8848 . cos. ( 6" — ftir"') 
— o,ooi 2 G(j 52 .cos. (6' — 6"), 


On a vu encore dans le n"" 26^ que la valeur de T doit eire 
multipliée par le fadeur 
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+ {/7 


iM 


( 1 —A) 


-ly 


.^,}.//.cos.F5 


ce facfenr devient ainsi 

— 0^000^9871 .sin. 

Nommons ^ la valeur de ^ on aura 


iS? 


,^ = o, 86 /, 85 o.sin.(i^'^+ 5 i%ùj 8 j —t. i 5 r, 8 ) 

— o^o/> 9 ioi .sin.( V 2 o 8 ', 1 :>f)G 2 + /. 28220^,85 ) 

— 0,00898 1 . sin. ( // -f- 85 298G I + / . 7 528", i O ) 

+ 0,00/1570. sin. ( ^o5%7G5.^ 2 + 1 307^5''; 77 ). 

Cela pose, on ayra 

/== — 5 i 7 ' 54 -^^ — 7419''- (1— A" — 0,00009871 .sin. T"'), j/i -f-A — 

Il est facile d'en conclure les instans de l'immersion et de Témer- 
sion : la duree entière de réclipse sera 


i 4838 \(i — X — 0,0003987 1 .sin. F )./" i + X~^\ 
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CHAPITRE XIII. 


Théorie du second Satellite. 


02. La discussion des éclipses de ce satellile adonné son mou- 
vement séculaire , par rapport à l equinoxe du printemps terrestre, 
égal à 

4i i/\i25%8i2jG^ ; 

et sa longitude mojenne, à Lépoqnc de lySo, égale à 


I 46^4^9^ I* 

Soit donc 

Q ' = ï46%4‘^9^i + ^ .41 i4ï%258i27G5. 

Les diverses équations du centre du satellile sont comprises dans 
le terme 

— a/i' . sin. ( /// + fc' — gt — r ). 

Les valeurs de h et de h'y relatives aux deux premières valeurs de^>-, 
ont paru insensibles à Dclambre, malgré les tentatives qu’il a faites 
pour les reconnaître^ les orbes du premier et du second satellite 
ne paraissent donc point avoir d’excentricité propre sensible, seu- 
lement ils participent des excentricités des orbes du troisième et 
du quatrième satellite. On a par le cliap. IX, relativement à la 
troisième valeur de l’excentricité propre de l’orbe du troi- 
sième satellite, 

h ' = 0, 2 1 52920 . If y 
or on a par le n® précédent , 
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— 211" — ijog\o 5 J 

ainsi Tequation du centre du second satellite , relative à cette 
valeur de g*, est 

567^^, 95 . sin . ( 6' — 

On a relativement à la quatrième valeur de g , 

Il = 0 , 01 75550. /z'' ; 


mais on a par le 5 o, 

— 2/z" = 9205 ^ 56 -, 

l’équation du centre du second satellite , relative^ a cette valeur 
de g, est donc 

i6o",62.sin.(â' — 

Si l’on substitue pour 77i, ui et m% leurs valeurs precedentes , 
dans Texpression de du n'^ 21^ et si Ion considèie que le 
théorème des époques donne 

0 6' = 200’ + 20' — 26'' -, 


on aura 



iG 5",29 sin. (6' — 

6 ") 


I920^C7.8in. 2.(6' — 

6 ") 

+ 

Go^ 9G. sin. 5 .( 6 ' ^ 

fl") 

H- 

/,.% 85 . 8 in .4 -( 9 ' — 

6") 

+ 

4 ViG.sin. 5 .( 6 ' — 

fl") 

+ 

5 ", 66 .sin. 6 .( 6 ' 

fl") 


5^28. sin. (6' — 

6 *) 


4",62.sin.2.(6' 

6 ") 

4 - 

0", 59. sin. (26' — 

an). 


Il faut réunir à ces termes, l’inégalité du n" 25 , G9 ,78.5111.(26 26 ), 

69'’,78.sin. (46' — 
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J. CS valeurs de Q' relatives aux diverses valeurs de g sont 

1,034095. /z ; 

()'= 0/^88 loO./z'* 

Q' = — o,00:>L)i5./z"; 

Ç' = _o,o53o35./z^ 

De là il suit que rexcentricilé propre du premier salcllile est 
plus sensible dans les éclipses du second (pie dans celles du pre- 
mier j car récpiation du centre du premier est — a/z.sin.(6 — t 2 r) , 
et quoique le coefficient 2 J 1 soit plus grand cpie la valeur de Q' 
qui lui est relative, cependant le mouvement du second satellite 
étant deux fois moins rapide que celui du premier, Tinégalité 
dépendante de Q' produit en temps, une plus grande variation dans 
les éclipses du second salcllile, que l’é(|uation du centre du pre- 
mier, dans ses éclipses. 11 est encore curieux d^ remarquer que 
l’écjuation du centre du second satellite serait plus sensible par 
Tinégalité dépendante de Q' que par elle-meme*, puisque son coef- 
ficient est 2 / 1 ', tandis (iiie celui de l'inégalité dépendante de Q' 
est 2,488 io 0,/ z ', 

On a par ce qui précède , 

— a/z"' = lyoQ^'^oS^ 

— 2/z"=92G5",50^ 


les deux inégalités dépendantes de Q' et relatives à // et /z'", 
seront donc 


500^,22 . sin. (0 — 20 ' + 
+ 254",97 .sin. (0'— 20'+ 


L’inégalité du n® 22 , 
cr.'=^-74";38. 






'.3ia.(M+£— /) 


cfc' 


devient, en y substituant pour 772 , m' et m\ leurs valeurs j 



SECONDE PARTIE, LIVRE VflL iGi 


iii", 54 .sin. V. 

les aufres inegalifés du même ii® sont insensibles. Enfin , le eoei- 
ficicnt de l’é(]nation de la libration, relative au second satellile 
est, par le i>® 09, 

— 0, 889902. P, 

P étant le coefficient de la même équation relative au premier, 
d’où il suit que cette inégalité doit être la plus sensible dans le 
mouvement du second satellite; cependant les observations rv 
l’ont point fait reconnaître. 

En réunissant toutes ces inégalités , on aura dans les éclipses 
du second satellite. 


'+ 

3 r> 7 ", 9 ,G 

. sin. 

. (ô'- 

-,y') 


I Go", 6a 

.sin. 

(8'- 


— 

iG 3 ",a 9 . 

.sin. 

(6'- 

-6”) 

+ 

ii9ao",67. 

sin. 

2.(8' - 

-6") 

+ 

Go”, 96 , 

, sin. 

3 .( 8 ' - 

-6”) 

+ 

74 ", G. 

.sin. 

4 (6' - 

-6") 

+ 

4”,66, 

.sin. 

5 .( 6 ' - 

-6”) 


5 ", 66 , 

.sin. 

6.(6'- 

-6") 

— 

5 ”, 28 

.sin, 

, (8'- 

-6”') 

+ 

4 ", 62 , 

.sin. 

2.(8'- 

-6'") 

+ 

56 G", 22 , 

• sin. 

(8- 

- 28' -f- 

+ 

20/, ”,97 , 

sin. 

(6'- 

-26"+ 

— 

1 1 i”, 5 /j . 

sin. 




Considérons maintenant le mouvement du second satellite en 
latitude. La partie 

( I — A'). 6'. + A ) 

de Eexpression de s' du n® 10 devient , en y substituant pour 
A', 6 ', P et A , leurs valeurs, 

Megan, cèl. Tojjic /K. 


X 
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le terme /'.sin. {v K) , qui , par le même n% entre dans l*ex- 

pression de 6', et qui est relatif à rinclinaison propre de Porbite 
du second satellite est, par le n° 3 o, 

— .sin.(2^' + 5 o 3 % 76542 4“ t. i537i5'^,77)* 

On a par le chap. IX, relativement à la première des valeurs de p, 
ï =. — 0, 01 2455./ 5 

mais l’observation n’a point fait reconnaître d’inclinaison propre 
à l’orbe du premier satellite; on ne peut donc y avoir égard. 
Relativement à la troisième valeur de /? , on a par le chap. IX, 

~=o,iG 4 o 53 . 

Le terme /'.sin. {v' + /?/+ A) devient, relativement à cette valeur, 

— 2283", g . y . sin. ( p' + 208% 32568 + 1 . 28220 '', 85 ) ; 
on a donc dans 6*' l’inégalité 

— 074", 68 . sin, ( + 2o8%3 2568 + /. 28220", 85 ). 

jf 

La valeur de j„ relative à la quatrième valeur de p est 

•^=0,025411* 

Le terme précédent devient donc, relativement à cette valeur 
de P, 

— 64''588,sin. (i^' + 83 '’, 2986 i + 1 .7528", 01 ). 

On peut négliger, sans erreur sensible, tous les termes de s* 
donnés à la lin du n° 23 , à l’exception du terme 

— o,ooo 3 o 756 .(L' ~ /').sin.(v'~ 2C/ — pt — A), 
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qui devient, relativement à l’inclinaison de l’orbite de Jupiter 
à son orbite, 

I o‘',49 • sin* ( 2 U— 5 1 ‘’,3787 + i . 1 53 '', 8 ) , 

et relativement à l’inclinaison propre de l’orbe du second satel- 
lite, il devient 

— i^Sd-sin. (2;' — iXJ — 3 o 3‘’,76543 — t. i 337 i 5 ', 77 ). 


En rassemblant tous ces termes, on aura dans les éclipses du 
second satellite, où l’on peut supposer 317 et 2U égaux à 2u', 


,s' = 3‘’,4i4o2.sin.(2 ''+ 5i'’,3787 — t. i 53 ", 8 ) 

— 5i5o",C .sin.(i;' + 3 o 3»,76542 + /. 1357.1 5',77) 

— 374 ^ 68 . siri.( y + 2 o 8’,32568 2822o'’,85) 

— G4'',88.sin.(/-1- 83%298 Gi+/. 


Pour avoir la durée des éclipses du second satellite, nous re- 
prendrons Informulé du n“ 26, 


lz=:T.ii — X). 





Dans cette formule, T est la demi-durée moyenne des éclipses 
du satellite dans ses nœuds, ou lorscpie 6*' est nul. Delambre a 
trouvé cette demi-durée, depuis l’invention des lunettes acroma- 
tiques, égale à ; nous supposerons donc à 7 'cet(c valeur^ 

g est le moyen mouvement synoclique du satellite pendant le 
temps T, et l’on trouve g = 67254", 2. La valeur de p' est ici 
•0,0718862. La valeur de Xest, parle n'^ 26, à très-peu-prés égale 

à et parconséquent, en ne considérant que les plus grands 

termes de v, dans lesquels l’argument diffère peu de 0' 

X= 0, 00057797. sin. (0' — -w") 

, 4-0,0187249 .sin. 2.(9'— -6'’). 

X2 
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On peut négliger sans erreur sensible, pour ce satcliife et pour 
le premier, le facteur 






.J',} •«■•cos. V, 


qui, par le n'" 26, doit multiplier la valeur de T» Nommons ^ 
la valeur de (ï+pO*f> nous aurons 


^^=0,507629 .sin.(z^'-{- 51^,3787 — t . i 55 '', 8 ) 

— 0,076569 .sin.(i^'-f-3o5%7G542 + / . 100715", 77) 

— 0,005571 .sin.(^^' + 208^02562 + t , 28220", 85 ) 

— 0, 0009214. sin.(p'+ 80425871+^- 7528", oi)' 

Cela posé , on aura 

/=-G5x'',29.<?.^±5975'’,7.(i-X).^Ai+.Y-ê,. 


liU durée entière de l’éclipse sera 


11931", 4.(1 — A')./ i + A — 
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CHAPITRE XIV. 


Théorie du pre?iiier SaLcIlite. 


55. La discussion des éclipses de ce satellite a donné son 
mouvcnieul séculaire par rapport à l’équinoxe du printemps , 
égal à 

8a58aGi%r)5o55, 

et sa longitude mfejenne à l’époque de cgvile à 

Soit donc 

6'=: iG^CSoqS -f- / .8a582%6iG5ü55 

les diverses équations du centre du satellite sont comprises dans le 
terme 

— 2//.sin. {nt + € — gt — r ); 

et l’on a vu dans le n° précédent, qu’il suffit ici de considérer 
la troisième et la quatrième valeur de g* On a par le cliap. IX, 
relativement à la troisième, 

h = o , 0258 ii Jfy 

or on a par ce qui précède, 

— 2 J 1 = 1 709", o5 ; 

l’équation du centre du premier satellite., relative à celte valeur 
de g^ est donc 

40", G9 . sin 

On a relativement à la (piatrième valeur de g y 
Il = o,oo2oGTa./r , 
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et par ce qiü précède , 

réquation du centre du premier satellite relative à cette valeur 
de g J est donc 

1 9^^, 1 1 . sin. ( — •'Sr''). 

Si l'on substitue dans l'expression de S'p du n° 21, au lieu de vi’ 
et m\ leurs valeurs, et si l'on néglige les termes dépendans de 
si l’on considère, de plus, que le tliéorêine des époques donne 

20 — 20 " = 200^ + 50 — 50 ' 3 

on aura 

/p — — , 45",56.8in. (0 — 6') 

— i9'',4i •cos.^(6 — 6') 

-t-5o5o",59.sin.2.(ô — 6') 

+ o",07.8iu.3.(G — ’f') 

+ 3",7G.sin./,.(9 — 6') 

+ i", 58 .sin. 5.(9 — 6 '). 

Les valeurs de Ç relafives aux diverses valeurs de g, sont 
e = —• 2,690499. /i J 

Ç= 

Ç= 0, 208780. A"; 

Q— 0,016482 ./z'", 

11 est encore remarquable que l’excentricité de l’orbite du pre- 
mier satellite serait plus sensible par l’inégalité dépendante de 
Ç, que par elle - même. En substituant pour /z", sa valeur 
— |.i709",o 5, et pour h\ sa valeur — ^ .9265", 56 3 on aura les 
deux inégalités , 

— i78",4i .sin. (0 — 20' + W") 

— 76",56.sin. (0 — 20' + ^'"); 

l’inégalité dépendante de du if 22, ne s’élevant pas à 5" de 
degré , on peut la négliger ici. 

En réunissant toutes ces inégalités, on aura dans les éclipses 
où l’on peut supposer 211 = 2e, 
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^5=6+ 4^'',69.sin. — 

+ ig^ii.sin. (^^ — ) 

— 45",56.sin. (6 — 6') 

— 1 9 V| 1 . cos. I . ( 6 — 6' ) 

4 - 5o5o",59.sin.2 .( 6 — 6 ' ) 

+ 5%76.sin.4.(6 — 6') 

+ i",58.sin.5.(6 — 6') 

— i78'',4i ‘S in. (6 — 26' + '^^) 

— 76",36.sin. ( 0 _ 26' + ). 

Considérons maintenant le mouvcmenl du premier satellile eu 
latitude. La partie 

( I — X ) . 0' . sin. ( ^ + A ) 

de l’expression de^ 5 du n* 10 devient, en y substituant pour A, 
6', P ai K leurs valeurs 

3%45520.sin.(^^ 4-’5 i %5787 — t, i53'^^8). 

Le terme /.sin.(i' + /?^+ A), qui, par le même n% entre dans 
l’expression de s y et qui est relatif à rinclinaison propre de l’orbe 
du premier satellite, a paru jusqu’à présent insensible. On a 
relativement à la seconde et à la troisième valeur de /;, par le 
cbap. IX, 

/ = 0,020794./'; / = 0,01 1 163 ./". 

Le terme Lûn,(^v^pt-j- A) devient donc, relativement à ces 
valeurs , 

— io5^o4.sin. ( + 3o3%76542 + /. 1 337i5";77 ) 

— 25",49*sin. {v 4- 2 o 8%525G8 4- 28220'', 85)*, 

relativement aux autres valeurs de p , ce terme est insensible 
dans les éclipses. On peut encore négliger sans erreur sensible, 
tous les’ termes de 5 donnés à la fin du n"* 23. Nous conserve- 
rons cependant le terme 

•— o,oooi55i2.(i5' — /).sin.(<^— 2Î7— — A) 

qui devient, relqitivement à rinclinaison de réquateur de Jupiter 
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à son orbite, 

En rciinissanl ions ces termes, on aura dans les éclipses où l’oji 
peut supposer 

— io 5 ",o 4 .sin. + ’^oy%nG ^)/^2 jjy ) 

— 2^",/|9*sin.(r''4-2o8%j25G8-{-/. 28.120485). 

Pour avoir la durée des éclipses du premier satellite , nous 
reprendrons la formule du n'" 26, 

7’,(i-X).{-('+p').f (>+jA + (i + f').0.(i + ^Y-(.+p').^ 

Dans cette formule , T est la demi-durée mojenne des éclipses 
du satellite dans ses nœuds. Delambre a Irouvd cette demi-durée, 
depuis l'invention des lunettes acromatitjues, égale à 4 ?^^ • Nous 
supposerons donc à T cette valeur. ^ est le mojen mouvement 
sjnodiijue du satellite, pendant le temps 2 \ et Ton trouve 
C=: ioG 5 i 6 ". La valeur de p' est ici 0,0716667. La valeur de X 

est, par le n"' 26, à trés-peu-pres égale à et parconséqueni, 

en ne considérant que le plus grand terme de 2^ , on a à fort 
peu-près, 

X = 0,0079534 • cos. 2 ( ô — 9 '). 

Nommons la valeur de (i+p').i; nous aurons 

^ = 0,345364.8111.(2^+ 5143787 — t, ■ i 5348 ) 

— o,ooio 57 .sin.( 22 + 3 o 3 ,76542 + /. 133715477) 

— 0 , 000256 . sin. (2^+208432567 + /. 28220485). 

Cela posé , on aura 

/=-788''55.^g±47iV.(i-X).V^i + A-ê, 

et la durée entière de l’éclipse sera 

9426" . ( I — X) . + X— . 

CHAPITRE 
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CHAPITRE XV. 


De la durée des éclipses des SatelUles. 


54. Nous avons donné à la fin du n® 26, l’expression du sinus 
de l’angle décrit par chaque satellite, pendant la demi-durée de 
ses éclipses^ en supposant que le satellite s’éclipse au moment 
où son centre pénètre dans l’ombre de la planète. *Cet angle di- 
visé par la circonférence et multiplié par la durée de la révolu- 
tion sjnodique du satellite , donnera cette demi-durée j et en la 
comparant à la demi-durée observée, on aura l’erreur de la sup- 
position précédente et des autres éléniens qui entrent dans ce 
calcul. Reprenons les expressions citées , 




_o 

-0 


i = sin.9-, 

J" ' 1 

L « 


K 

D'i 

(i+f).R' 1 

a!" • 1 

[ 7 


-K) 

À 

il) 

//J 

[ = siii.f/i 

(i+p)./i' I 
a" ’ 1 

[ a 


A 

"'"l 
Z)' J 

[ = sin./; 

(i+p)./î' J 
a" • 1 


_(1 

— A) 

A 

il 

o'i 

^ =: sin. < 7 *'* 


(i+p).7î' étant par le 11° 26, le demi-diamètre de l’équateur de 
Jupter^ on a par le 11° 20, 

(i+p).7î' 1.1 9.0'’, 7^04, 

'' a"' ]53û",8G4 ^ 

or on a par le même n®, a”’ = 25,4^590 : cette valeur de a'^actc 
conclue de Téquation précédente, en prenant (i+p).R' pour 
l’unité } on a donc 

Mecan. c£L, Tome 


Y 
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on aura parconséquent 

cî“ 'a a ’ 

valeur de a éiant celle que nous avons donne dans le n® ao. 
Oa a ensuite par le n° 26, 

A_ , 


Jl étant le demi-diamètre du soleil vu de Jupiter. Son demi-dia- 
mètre vu de la mojenne distance du soleil à la terre, est de 

il est donc, vu de Jupiter, égal à , Z)' étant la dis- 
tance moyenne de Jupiter au soleil, celle de la terre étant prise 
pour unité. On a par le n° 20, 2 on a donc 


igo” 37 o 4 . ly 


On a de plus, 

ïL—ii±îhE—i 


à" 

De là on tire 


D' 


0,105469. 

r 

sin.i 2 o", 57 o 4 =o, 0000945387. 


{ . il — tl . = 0,000801823. 

a A 


Des quatre équations précédentes deviennent ainsi 


— 0,000801823 = sin. ç y 

— 0,00080 1 82 3 z=: sin . / ^ 

-V — 0,000801823 = sin. <7'^; 

— 0,000801825 = sin. lA 

En substituant pour a, a, a\ a”', leurs valeurs trouvées dans le 
n” 20 , on aura 

9 = 11°, 1780-, 

9'= 6^9846; 

9"=: 4^5544 *, 

9 2 % 4 ^^ 4 i 
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ce qui donne pour les demi-durées des éclipses , les valeurs sui- 
vantes : 

I. sat. 4945^^7 5 
IL sat. 

III. sat. ySoi^po^ 

IV. sat. io 27 i/, 64 . 

Les demi'durées observées sont par ce qui précède 

I. sat. 471^^ j 
T L sat. SqyG'" 3 

III. sat. y/iio"" *? 

IV. sat. 9890''. 

Elles sont foute^'. plus petites que les demi-durées calculées, et cela 
doit être , à raison de l’étendue des disques des satellites. Quoique 
très-petits, ils sont cependant sensibles, vus du centre de Ju- 
piter^ un satellite ne disparaît donc pas au moment de l’entrée 
de son centre dans l’ombre de Jupiter, et la demi-durée de son 
éclipse est diminuée de tout le temps qu’il met à disparaître 
après cet instant. Elle peut encore être diminuée par la réfrac- 
tion de la lumière solaire dans Tatmosphère de Jupiter 3 mais 
elle est augmentée par la pénombre. Ces causes diverses ne suf- 
fisent pas pour expliquer la différence entre les demi-durées obser- 
vées et les demi-durées calculées. Considérons le premier satel- 
lite , relativement auquel les effets de la pénombre et de la lumière 
réfraclce par l’atmosphère de Jupiter sont Irès-peu sensibles. 
Pour avoir la largeur de son disque vu du centre de Jupiter, 
suposons sa densité la même (pie celle de la planète. En prenant 
pour unité, le demi-diamètre de Jupiter3 le demi-diamètre appa- 
rent du satellite vu du centre de Jupiter, sera égal à En 

substituant pour a et m leurs valeurs précédentes, on a :^(So(y ,()5 
pour ce demi-diamètre. Cet angle multiplié par la durée de 
la i'év(du(ion sjnodique du satellite, et divise par /|Oo% donne 
i2y^’,9i5 pour la diminiilion de la dcmi-diiree de 1 éclipsé , due 
à la graiuleifr du disque. Eu retranchant cette quantité , de 

Y 2 



173 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

494^^870, ou a 4817*^957 pour la deuii-diirée calculée. Cctfe 
demi-durée est plus grande encore que la demi-durée observée . 
et cependant il y a lieu de penser que le satellite disparaît 
avant que d’étre totalement plongé dans l’ombre; il paraît donc 
qu’il faut diminuer d’im au moins, le diamètre de Jupiter, 

supposé de ip.o", 37 o 4 , et le réduire à 118". 

Si l’on calcule de la même manière , les disques des salcllites 
vus du centre du Jupiter , et le temps qu’ils emploient à péné- 
trer perpendiculairement dans l’ombre; on trouve les résultats 
suivaas : 


JDi.squos dos satellites vus du rentre do jujuter, Temps do km ontioc 

tiens leurs distances moyennes dans Tonibre. 

I. sat. 5 Gi9 ",8G ^ 5 'j", 8 :>G; 

II. sat. 55 G'',ü 55 ; 

III. sat, Th ) y 27' 44 7^^2 59^ 4 ? 

IV. sat. i749",o4 fj 2 % 5 Cy'j. 


De là il est facile de conclure les temps de l’entrée et de la 
sortie des satellites et de leurs ombres sur le disque de Jupiter. 
En comparant ces temps, à ceux que l’on observe; au aura les 
densités des satellites de Jupiter , lorsque leurs masses seront 
bien connues. L’observation des éclipses de Jupiter par ses sa- 
tellites peut, en général, répandre beaucoup de lumières sur 
leurs théories : on peut presque toujours en observer le commen- 
cement et la fin; et cette observation pouvant être à-la- fois re- 
lative aux satellites et à leurs ombres, elle é(|uivaut réellement 
à quatre observations , tandis que le plus souvent on ne peut ob- 
server que le commencement ou la fin des éclipses des satellites. 
Ce genre d’observations, beaucoup trop négligé par les astro- 
nomes, me paraît donc mériter toute leur attention. 



SF.CONDE PARTIE, LIVRE VIII. ,;5 


CHAPITRE XVI. 


Des saieJUtes de Saluiyie. 


Xj a tliéoric des salellltcs de Saturne est très-imparfaiie , 
parc.eque nous manquons d’observations sunisanfes pour en dé- 
terminer les eléniens. L’impossibilité où l’on a etc jusqu’ici, 
d’observer leurs éclipses, et la diflicullé de mesurer leurs élon- 
gations à Saturne , n’ont permis de connaître encore avec quelque 
précision, (|ue les durées de leurs révolutions et leurs distances 
moyennes. Il reste meme sur ce dernier point , une incertitude qui 
rend un peu douteuse, la valeur qui en résulte pour la masse de 
celle planète. Ignorant donc l’ellipticité des orbites de tous ces 
corps , il est impossible de donner la théorie des perturbations 
qu’ils éprouvent-, mais la position constante de ces orbites dans 
le plan de l’amiean, à l’exception de la dernière qui s’en écarte 
sensiblement, est un phénomène digne de l’attention des géomètres 
et des astronomes. Il est analogue à celui dont nous avons donné 
rexplication dans le dernier chapitre du cinquième livre, et qui 
consiste dans la permanence des anneaux de Saturne dans un 
même plan. Nous avons déjà observé dans l’endroit cité, que 
ces deux phénomènes dépendent d’une même cause , savoir , de 
l’applatissemcnt de Saturne dont l’action maintient les atmeanx 
et les satellites dans le plan de son équateur. IVlais nous allons 
ici développer la raison pour laijuelle l’orbite du dernier satel- 
lite s’écarte de ce plan , d’une quantité tvès-sensible,- 

Reprenons l’équation (5) du n" 2 , 






jih 

le * 




Si l’on néglige l’eUipticité del’oïbite j on a /i’=(Z, et 7=ii, De plus,. 
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sL l’on prend pour plan fixe celui de l'orbite primitive du satellite , 5 
est de l’ordre des forces perturbatrices j en négligeant donc le carre ^ 

de ces forces, on pourra négliger les produits de 5 et de ^ , par ces 
l'orees. L’équation précédente devient ainsi, 


Ms , , , /‘in\ 

o = + 


Supposons <iue cette équation se rapporte au dernier satellite de 
Saturne, et déterminons la valeur de R qui hu est relative. On 
a par le ii° i , en vertu de l’action seule ilu soleil. 






S . I vX y ^ ‘4“ 


rrenons pour axe des a: , la ligne menée du centre de Saturne, 
au nœud ascendant de l’orbite primitive du satellite sur l’orbite 
de Saturne. Soit A l’inclinaison mutuelle de ces deux orbites. Lu 
nommant X' et F' les coordonnées du soleil, rapportées à 1 or- 
bite de Saturne-, on aura 

X= X'; 

J'= J"', cos. A-, 

Z = — L''. sin.A. 


mais on a 

X' = Z?.cos. U-, 

F' = D . siu. U ; 

x=-a .COS.7' ) y=^a.ûü.v', z^as', 

( (îï\\ 

, que les ternies 

multipliés par le sinus et le cosinus de v, les seuls dont dépend 
le inouvement séculaire de l’orbite. 

Pour déterminer la partie de ^1^^ dépend de la non- 

spliéricilé de vSaturne , nous observerons (]uë par le n bi 
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oartie de R qui lui est relative est égale à 


17^5 


M étant la masse de Saturne, et B son rayon moyen : nous pren- 
drons l’iin et raiitre pour unité. Si Tou nomme y rinclinaison 
de l’orbite primitive sur le plan de l’anneau, et la distance 
de son nœud descendant sur ce plan à son nœud ascendant sur 
l’orbite de Saturne , le premier de ces nœuds étant supposé plus 
avancé que le second, suivant l’ordre des signes; r — sera la 
distance du satellite au nœud descendant de son orbite avec l’an- 
ncau; et l’on trouve facilement que si Ton néglige le carré de 
on aura 


V’ = sin\ y , sin *. ( — ’^) — a^.sin.y .co3.5/.sin.(V — '^) ; 
ce qui donne 

Z' dR\ s(c — \0) . . ^ 

^ — .sm.;^.cos.;^.sin.(^— 

Tl nous reste à considérer ractioii des anneaux et des six pre- 
miers satellites. Si Ton considère un satellite intérienr dont le 
rayon soit r et dont ??i' soit la masse, son orbite élan-t supposée 
dans le plan de l'anneau ou de réquateur de Saturne*, on aura 
par le n° i , relativement à ce satellite , 

m' . Çvx' 4 - zz') d / 

{ (-v— .r)“ + {y'—yy + — ~)7 * 

Prenons ici pour axe des a:, l’interseclion du plan de l’orbife 
primitive, avec celui de l’équateur de Saturne , ou derannrau; 
nous aurons 

a: = r.cos.(z; — ’i'); 

J = n.sin. {v — '4.); 

Z = rs‘, 

X* — r'.cos. v' 'j 
y =r'.cos.y.sin.p'; 

£ s= r .sin.y.sin.i^'; 
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v' élant la distance angulaire du satellite w', au nœucl^descendant e 
l’orbite primitive surle plan de l’anneau. Si dans«. (^;), on cbangt ^ 
ret / en « et n'; si l’on rejette les termes qui ne dépendent 
point du sinus ou du cosinus de ^ , et ceux qiu sont multiplies 

par s j ou aura 

7)i'»V.sin.>.sin./ 

“■ a(/a'.cos.(i—'!). cos.r'—aaa'. cos.>.siii.(i'— - 

Supposons d peu considérable par rapport a a , connue cela a 
lieu relativement aux satellites intérieurs et aux divers points 

des anneaux; on aura, eu n.?gligeant les termes de l’ordre 


a 



Zma\a ^ 
2.(a^ + «'0‘ 


sin 


.^.cos.^/.sin. )• 


En considérant donc les anneaux comme la reunion d 
finité de satellites, on aura, en vertu de leur acimn et 
des satellites intérieurs à l’orbite du dernier satellite , 


’une in- 
de celle 


a 




j? étant ici un 
la constitution 


coeflicient constant dépendant de la masse et de 
des anneaux et des satellites intérieurs. Soit 





+ 1 • ^ » 


l’équation différentielle en 5 deviendra 

o='^+5+2A.sin.X.cos.X.sin.i^-2r.sin.5..cos.>.sin.(i^-i')-, 

d’où l’on tire , en intégrant et négligeant les constantes arbi>» 
Iraircs, coiniuc on le peut ici^ 

5 = An . sin . X . cos. X , cos. îi — A'n . sin. . cos. > . cos. ( n — "L ). 

Concevons maintenant, par le centre de Saturne, un plan pas 
eant par les nœuds de son équateur avec son orbite , entre ces 
deux derniers plans. Soit 0, l’angle quil forme , avec e pan^^e^ 
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cet équateur. Nommons , de plus, 'sr i’inclinaisoii de l’orbite du 
^ellife à ce nouveau plan , et F Farc de cetle orbite , com- 
pris entre le nœud ascendant de la meme orbite sur ce plan, ci 
son nœud ascendant sur l’orbite de Saturne, le premier de ces 
nœuds étant supposé moins avancé que le second, suivant l’oixlre 
des signes. Enfin, soit Fl la distance du premier de ces nœuds, 
au nœud ascendant de réquateur de Saturne avec son orbite , 
supposé plus avancé que le premier en longitude. Cela posé , si 
Ton lait varier de cTzet, Il étant supposé constant ; il en résultera 
pour .s une valeur égale à J'<^.sin. (i.» + 1") Si étant supposé 
constant, on l'ait varier FI de J FF; il en résultera pour .9 une 
valeur égale à J II . sia. cos. {v T) -, on aura donc , en faisant 
tout varier à-la-fois, 

• 

,9= cT.^ . sin . ( r-j-F) H- cTll . sin. -7«r . cos. ( + b). 

» 

En égalant cette valeur à la précédente , on aura 


J'f3r.sin.(c4-r)-b£rn..'.iti.'3r.co.s.(p-pr)r=A'p.5in.A.cos A.cO'.c — A .cos.^.C(''‘; {v ) (i) 

si Von ne porte l’approximation que jusqu’à la première puis- 
sance de V, on a 


f. d-TÜ r,r-| 

à'm =: V . ; d il = z* . 

dv ^ dv 

en substituant dans le second membre de Véqualiou (i) , 
cos.(i^ — F+F), au lieu de cos. r, et cos. (r — F — ^+r), au 
lieii de cos.(r — et développant par rapport aux sinus et 
cosinus de z^ + Fj la comparaison de leurs cocHicicns avec ceux 
du premier membre , donnera les deux équations 

K siu. A . cos. A . siii. F — A' . siiu> . cos. > . sin. ('F + F) ; ) 

\ ro'i. 

sin.'t«r=A.8iii.A.cos.A.cos.F — A'.sin.j^.cos.7^.cos.('F'4-r)- 

dif 

Si l’on nomme A l’inclinaison de l’équafeur de Saturne à son 
orbite , les formules trigonométriques douueut 

Mécan. cîiL. Tome IV. Z 
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sin . A . sin. F = sin. {A — 0) . siij. FI *, 

sin.A.cos. F = sin.'î4r.cos.(u4— -9)+cos.<îcr.sin.(^— 9).cos, Il 
cos. A. = cos. ^.cos.(^ — 9 ) — sin. 'tir. sin. {A — 9). cos. Il ) 
sin. y sin. (^^-F) = sin. 9. sin. H ; 

sin. 5 /.C 0 S. ('L+F) = — sin. ^,cos. ô -f- cos. ^ sin. 9. cos. O j 
cos. y = cos. ^ . cos. 9 + sin. ^ .sin. 9 . cos. O. 

En faisant donc 

K .sin. — 9) .cos. 9) = K . sin. 9 .cos. 9 > 
ce qui donne pour délermincr 9> l’équation 


tang.2g=^ 


K . Mn.zA 
. COts. 2. A 


7 


on aura 


— 7 . {A.sin*.(-4— ' 9 ) + /i'.sin®.9} .sin.'tsr.sin. ail; 


r/n 

Au ~ 


{ K .cos^,(A — 9) + A'.cos*.9} .cos. ftzr 


— ( A.siiF. {A — 9 ) A'.siiF. 9 }.cos.'î<r.cosMl. 

vSoil donc* 


ç^i.{K + K'—\/K^ + 2 KA' . cos. 2 A + ) ; 

p;=zi.{A+K'+\/ + 2 K A\ci)s. 2 A + K'^]—q) 


on aura 


r/'7zr * 

= — <7 . Sin. <^ 0 * . sin. 211 J 

dïl 
du 


: P . COS. ^ — çr . COS. ^ . COS. aFl y 


d’üù l’on (ire 


^/sr.cos.-Ty ^.c/n.sln.an 

P — q.cos.' 2 iï 


5X11 . ‘U 
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En intégrant et regardant p et q comme conslans, on aura 

h 

Sin. ^ . 

Vp- {/.cos.a II 

h étant une constante arbitraire *, l’expression précédente de -- 
donnera donc 


V (p — <7 . cüs . an ) . (p — . 6" — . cos . a n ) ^ 

équation différentielle dont l’intégration dépend de la rectid- 
catioii des sections coniques. On peut la mettre sous une forme 
plus simple, en faisant 


tang. n = 


elle devient alcrs 
dvi 


^•tang-n'i 


f/n' 


V7^' .\X X—P---P- 

K c 


, cos. 2n' 


Cette équation donne en intégrant, l’expression de U' en r. On 
aura ensuite , par le u® 22 du second livre , 


n=n'—€:.sin. 2 n'+|^ . sin.4n'— Ç . sin.en'+cic. ; 


ë étant déterminé par l’équation 

P+ Vp—q'"' 

56 . Pour appliquer des nombres à ces formules , il faut con- 
naître les valeurs de K et de A'. Celle de K est facile à déler- 

, miner *, car l’attraction ^ du soleil sur Saturne , est égale à la force 

centrifuge due au mouvement de Saturne dans son orbite, et 
cette torce est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon j 
en nommant donc T' la durée de la révolution sydérale de Sa- 
turne, et TT la demi-circonférence dont le rayon est l’unité^ la 

force centrifuge sera^-!^^-: en legalant à on aura 



i8o 
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s 4:r» 

jgs— y»* 

Si l’on nomme T la durée de la révolution du dernier satellite, 
on aura pareillement 

1 4'^’. 

17 “ T' ’ 

on aura donc 

* V ^ 3 

les observations donnent 

T = 

T'= 10759^^08^ 

d’où Pon tire- 

K = 0^0000407759. 

La valeur de K' est égale Dans cette expression^ 

le rayon moyen du sphéroïde de Saturne est pris pour unité. L’ap- 
plalisscment P de cette planète est inconnu, ainsi (jue la cpian- 
tité B qui dépend des masses des anneaux et des six premiers 
satellites*, il est donc impossible de déterminer exactement la 
valeur de K' . Mais on peut déterminer d’une maniéré appro- 
chée , la partie de cette valeur qui dépend de rapplatissement de 
ÎSalurne. Pour cela, nommons / la durée de la rotation de Sa- 
turne J on aura 



I.es observations donnent 


d’où l’on tire 


/ =0^428 ; a = 59,154,* 
(p = 0,165970. 


Supposons que Papplatissement de la terre soit à la valeur de 
qui lui correspond, comme l’applatissement de Saturne est à la 
valeur correspondante de (p : on a vu dans le n* 4 ^ troisième 
livre, ({ue cette proportion a lieu à-peu-près pour Jupiter, com- 
paré à la terre, cp est égal à pour la terre; en supposant donc 
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Papplatissement tle cette planète conformément aux cxpé- 
Ifences du pendule^ on aura 

f 1 ^ 6^0 * t\ a? ^ 

ainsi en n’ajrant égard qu’à la partie de K dépendante de cette 
quantité , on aura 

On ne doit pas supposer à K' une plus petite valeur; car clic 
est augmentée par l’action des salellilcs intérieurs, et de ranneau. 

A étant par les observations, égal à 53%3335; cette valeur 
de A' donne 

0 = 24%ôo83 ; 

i, 3 o 4 i 2 .A^; g = 0,039^6. A. 

Les observationsfaitespar Bernard à Marseille, en 1787 , donnent 

A = ; 

d’où j’ai conclu 

7 i% 35 /, ; 

^ ~ i 6%96 i ; 
n = a7%789 ; 

et parconséquent 

Z?* = 0,000003644^7* 

On a ensuite à fort peu-près, par les fornuiles précédentes, 

n=:C+v. '• ■ v" h’} < 

ce qui donne, en réduisant en nombres et déterminant la cons- 
tante arbitraire C de manière que O soit égal à 57^789 on 1787 , 

n = 38%7aï+/.944^8o5— 9937'',7.sin. 2.(38^72 1 +^'*944"A5); 

/ étant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1787 . 

Ces résultats sont subordonnés à rexactilude des observations 

» 
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citées, et snrtout au rapport précédent de K à K. Ce demie" '' 
élément dépend de tant d’éléraens divers et si difficiles à ct>^ 
naître, qu’il est presque impossible de le déterminer à priori. 
On pourra le connaître à posteriori , lorsque l’observation aura 
donné exactement le mouvement annuel de l’orbite du satellite 
sur l’orbite de Saturne. En effet , l’analyse précédente donne , 
en supposant que le plan fixe auquel nous avons rapporté l’or- 
bite du satellite, est l’orbite meme de Saturne, ce qui change 
^ en A, et rend T nul , 

^ = — A', sin.j/.cos.^/.sin. 


du rr ^ Sin .V . COS.-V - 

A. cos. A ' — K . — ^.cos.'^. 

dv sin.A 

( 

Eli y substituant les valeurs précédentes de ^ , SP* et A , on trouve 
140", o 3 . ^ pour la diminution annuelle de A en 1787; ce qui 

donne — 59^,074 pour cette diminution , en adoptant le rapport 
précédent de A' à A. On trouve ensuite pour le mouvement annuel 
du nœud sur l'orbite 

— 692", 764- 


ce qui donne -—618', 81 pour ce mouvement, dans la même hy- 
pothèse. Jusqu’ici les observations sont trop incertaines pour 
conclure de leur comparaison avec la formule précédente, le rap- 

port -jr : elles suffisent uniquement à faire voir que le nœud de 

l’orbite sur l’orbite de la planète, est effectivement rétrograde. 


Le rapport-^ est, comme on l’a vu, réciproque à la puissance 

cinquième du demi-axe de l’orbite dusatell'te, ou de sa distance’ 
moyenne à Saturne , du moins en tant qu’il dépend de l’action 
de cette planète. Ainsi pour le sixième ou avant-dernier satel- 

lite, il faut multiplier la valeur précédente de-^ P^*^\2o^5y * 
pour avoir la valeur de — qui lui est relative. On aura ainsi 
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^Ç = 88,754j 

ce qui donne 

ô = 2955"^6. 

L'inclinaison du plan fixe que nous avons considéré, à l’équa- 
teur de Saturne, est donc insensible pour nous^ et comme le 
satellite se meut à trés-peu-près sur ce plan , si l'arbitraire h 
est nulle ou très-petite; on voit que l’action de vSaturne peut 
maintenir à fort peu-près dans un même plan, l’orbite de l’avant- 
dernier satellite, et à plus forte raison, celles des satellites plus 
intérieurs, et des anneaux de Saturne, ce qui est conforme à 
ce que nous avons démontré dans le dernier chapitre du livre V. 

Cependant, si la masse du dernier satellite était un deux-cen- 
tième de celle de Saturne, le plan fixe sw lequel se ment l’or- 
bite de l’avant-dei^nier satellite serait assez incliné au plan des 
anneaux, pour que le satellite s’écartât de ce dernier plan, d’une 
quantité sensible. Pour le faire voir, nous observerons que Je 
plan fixe sur lequel nous concevons l’orbite du satellite, en mou- 
vement , peut se déterminer en considérant le satellite mu sur 
ce plan , et retenu sur lui par la destruction mutuelle des forces 
qui tendent à l’en écarter. Reprenons, en effet, l’expression de 
trouvée précédemment, 

s ;= Kv . sin. A . cos. A cos. c — K'v . sin . 7 . cos. y . coS. ( r» — '4^ ). 

Le plan fixe sur lequel sc meut l’orbite du dernier satellite étant 
incliné de l’angle 9 à l’équateiir de Saturne, si l’on conçoit l’or- 
bite du satellite, couchée sur ce plan, on aura 

y — A = ^ — 9; 

partant 

* 5 =:c.cos.c. {A!.$in.('i4 — 9).cos.(^i — 9) — /ü'.sin. 9 .cü 3 . 9 } ; 

J sera do^c nul, et le satellite restera sur le plan five, si l’on a 

if .sin. (^ — 9). cos. {A — 9 ) = A', sin. 9. cos. 9; 

c’est l’équation par laquelle nous avons déterminé précédemment 
l'inclinaison 9 du -plau fixe, à l’équateur. 
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Considérons maintenant l’avant-dernier satellite, et supposop 
que a, V, s,^, K et h' se rapportent à lui, et que ni et ô’st ^ 
rapportent au dernier satellite. Soit 6' l’inclinaison à l'équateur, ^ 
du plan fixe du dernier satellite, et concevons -que les deux sa- 
tellites se meuvent sur leurs plans fixes. Il est aisé de voir, par 
ce qui précède, que l’action du dernier satellite introduit dans 
1 ’expression de s le terme 

•‘'•sin.Câ'— 9).cos.(S'— 9).cos.e; 

(a'-t-fi'")» 

ainsi l’on a 


r.coso^//v.sin.(.^— e).cos.(.-^--«)--A''.sin.«.cos.94-i.-fèif-lLl,sin,((;'--ô),co‘i.(9'-0 

T. O plan fixe relatif a l’avant-dernier satellitq sera donc déter- 
miné par l’équation 


O = A . sin , ( A — j) . cos. ( A — ?) — A'' . sin. 9 . cos. -f- ] . ^ 

d’où l’on tire 


sin. (ê' — 6) .cos. (9' — 9) ; 


tang.29= (e-feO-' 


r f 1 , -j./n ^ 

A -j- A .C0S.2M -i j-.COS.2t' 


(n“-f-a'“)T 


Les observations donnent 

^ = 53 % 555 ÿ a = 2 o , 2 g 5 -, «' = 59,154; 

T = 1 5^-",9455 ; J' = i ,08 ; 
en faisant donc comme précédemment 


9' 

et observant que 
on aura 


24 %oo 83; ^ = 88^754; 


/:=■’ 


T\ 

'l 'fi. ) 




i5g2î,2i 


eji 
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en supposant- 7?ï — ^^-y on trouve 

fl" 10^62 2. 

Cette inclinaison est trop considérable , pour avoir échappé aux 
observations cjui n’ont fait reconnailrc aucune déviation sensible 
de l’avant-dernier satellite, du plan de l’anneau. On ne peut donc 
pas supposer à 77/ une plus grande valeur; il y a meme lieifde 
croire que la véritable valeur est plus petite encore; ce (jiii pa- 
raîtra bien vraisemblable, si l’on considère que la masse du plus 
gros satellite de Jupiter n’est pas un dix-millième de celle de la 
planète, et que le dernier satellite de Saturne est très-diflicilo 
à appercevoir. 

Sy. Les plans fixes auxquels nous rapportons les orbites des deux 
derniers satellites de Saturne, sont analogues à ceux auxquels nous 
avons rapporté les» orbites de la lune et des satellites de Jupiter , 
dans le chapitre IJ du livre Vif, et dans le n° 9 de ce livre* 
Ces plans passent constamment par les nœuds de l’éc|uatciir et 
de l’orbite de Saturne , entre ces deux derniers plans; les or- 
biles des satellites se meuvent sur eux, en y conserv^ant une in- 
clinaison à-peu-près constante, et leurs nœuds ont un mouve- 
ment rétrograde presque uniforme. Mais ces plans ne sont pas 
rigoureusement fixes; leur position varie par les moiivemens de 
l’équateur et de l’orbite de Saturne. Déterminons ces mouvemens 
cl leur influence sur les mouvemens des orbites des satellites. 

Soit 9, l’inclinaison de l’équateur de Saturne, à un plan fixe 
très-peu incliné à l’orbite de cette planète. Soit la distazice de 
son nœud descendant sur ce plan, à un axe fixe pris sur ce même 
plan, et plus avancé que ce nœud, suivant l’ordre des signes. 
Soient encore, comme dans le 11° 4 livre V, ^4, B , C, les 
momens d’inertie du sphéroïde de Saturne, par rapport à ses axes 
pî incipaux, et nt le mouvement angulaire de rotation de ce sphé- 
roïde; on aura par le n° cité, 

9 

dS, {A+B—iC.) 

th Q.n.C ’ ^ 




.Sin.fl,=; — 7; — ~ 

2/i . C 


MiiCAN. ckh" To77ie IV. 
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P et P' sont déterminés par les équations 

P = ^ . ( ( F* — . sin. 9. . cos. 0, + F/ . ( . cos'^ . 9, — sin". 9. )] ; 

P' . I AJP . siiit 9| -f“ .cos.S^ j. 

Dans ces équations, P est la masse de l’astre altirani; /'est 
sa distance au centre de Saturne; X, I , / sont ses trois coor- 
données , les deux premières étant dans le plan lixe , et l’axe 
des où Ton fixe l’origine de l’angle étant dirigé vers le 
nœud descendant de l’étjuateur de Saturne. 

Nommons présentement A l’inclinaison de l’orbite de L au 
plan fixe, el A la longitude de son nœud ascendant, comptée 
du nœud descendant de l’équateur de Saturne, ÿoient \', / 
les coordonnées do rapportées à l’axe mené du cerilre de Sa- 
turne au premier de ces nœuds, et à deux autres axes perpen- 
diculaires à celui-ci, l’un dans le plan fixe, et l’aulrc perpen- 
diculaire à ce plan. En nommant v la distance angulaire de 
l’astre L à sou nœud ascendant , on aura 

A' = /’.cos. 

1^' = /-.cos. A. sin. P ; 
y' = /'.sin. A. sin. ; 

On aura ensuite 

A^ = A', cos. A — 1 ' . sin. A ; 

F= A' . sin. A + F ' . cos. A ; 

Z 

. Parlant, 

A = r . cos. A . cos. — r . cos. A . sin. A . sin . ; 

Y , sin, A . cos. v ^ r, cos. A . cos. A . sin. v ; 

Z =/'.sin. A .sin. v. 

Vil négligeant donc les termes périodiques dépendans de laiigle V; 
on aura 
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— z* = 

~ .(cos^ A — 

sin*. A. cos. "A) 

xr = 

— . sm". A . 

2 

sin. A. cos. A; 

xz = 

— sin. A . 

2 

cos. A. sin. A ; 

rz = 

. 

— . 8111, A . 

2 

cos. A. cos. A ; 


on aura ainsi 


187 


dt /^rt.C 


! sin. ô, .sin^.^.sin. A.cos. A — cos. t\ .sin. A . cos. ; 



^'^'1 • A. ZL ( '^iii. .cos 0, . f cos" — >in*. A .co^.' A 1 'i 

J >Sirii w| — ™. ni“ L ' - J- ■■ • 1 * É ^ ^ 

^ 4" — biir. ô, } .bin. A.cüS^A. co'^. A. J 

Tl rcsiille d’aborcl de ces expressions, cpie les salclliles dont les 
orbites sont situées dans le plan de l’éqnalenr de Salnriie, n’ont 

aucune influence sur les valeurs de ^ et de^î^': car on a rela- 

dt dt ^ 

tivement à ces corps, A = 9, et A=aoo% ce qui rend milles ces 
valeurs. Les anneaux pouvant être considérés comme la réunion 
d’une infinité de satellites , et étant situés dans le plan de l’équa- 
teur -, ils ne peuvent influer sur ses mouvemens; l’équateur de 
Saturne ne peut donc être sensiblement déplacé que par l’action 
du dernier satellite et du soleil. Relativement à ce satellite, on 
avait en 1787 , en prenant pour plan fixe celui de l’orbe de Sa- 
turne à cette époque , 

A = 25^2 j 
A = 175%! 54 ; 

0'= 55%555. 

‘On a ensuite 

^ = L.7n', 


mt étant ici le moyen mouvement du satellite , et L étant sa 
masse , celle de Saturne étant prise pour unité. La valeur de 

est inponnue : nous supposerons, conformément au 11® 23, 

A a 2 
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qu’elle est à sa valeur correspondante pour la terre, comme le 
rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l’équateur de Sa^^ 
lurne, est à ce même rapport sur la terre. Nous supposerons en- 
suite, que l’on a pour la terre 




0,oo5 I 


3.(i-f.g) = 2,6'G6; 


^ c 1 +<:. 0,7484.93 ■ 

et comme on a par ce qui précède, 

<P~o,iC)597 5 

et que pour la terre, (p= ^^39) pour Saturne, 




:o,oo 582385 . J289 . 0,16597. 
On trouve ainsi pour la variation annuelle de , 

1 P rff 7 * 

^=6195 L . 


On a vu précédemment que L est au-dessous d*un deux-centième; 
~ est donc au plus de 32", et il j a tout lieu de croire qu’il 
est fort au-dessous, et qu’il n’excède pas deux ou trois secondes. 

La valeur de — , due à l’action du soleil, est à très-peu-près 
égale à o",878, et parconséquent, elle est insensible. 

I] suit de là que le déplacement de l’équateur de Saturne sur 
l’orbite de cette planète, est beaucoup plus lent que celui de 
l’orbite du dernier satellite, et il est facile de s’assurer, parles 
formules du second et du septième livre , que le déplacement 
de l’orbite de Saturne, rapporté à son équateur, est pareillement 
beaucoup moindre que celui de l’orbite de ce satellite, Cela 
posé, reprenons l’équation du n'" 55, , 

d<v . cos. ‘73- qdïl . sin. ail 

sin. ûT P — (/.cos.an* 


Cette équation donne, en négligeant le carré de ^7, 
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h étant une constante arbitraire. Ainsi , en n’ajant point egard 
aux quantités périodiques dépendantes de l’angle 2!!, rinclinai- 
son ^ de l’orbite du satellite, sur le plan intermédiaire entre 
l’orbite et ré(|uateur de Saturne , reste toujours la même , mal- 
gré les variations de ce plan; ce qui est conforme à ce que nous 
avons trouve pour la lune, dans le septième livre, n° 5. 1/équa- 
teur de Saturne entraîne dans son mouvement le plan inteiimé- 
diaire, et l’orbite du satellite, qui conserve toujours sur ce plan 
la même inclinaison moyenne , avec un mouvement rétrograde 
presque uniforme, mais cependant un peu variable, à raison des 
variations de l’inclinaison respective de l’équateur et de l’orbite 
de Saturne. 
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CHAPITRE X V I 1. 

Des satellites âiXJranus. 


38 . ous avons, relativement aux satellites cl’Uranns, beau- 
coup moins de connaissances encore que par rapport à ceux de 
Salurne. Ilerscliel est jusqu’ici le seul qui les ait observés, et il 
résulte de ses observations, qu’ils se meuvent tous à peu-près 
dans un même plan presque perpendiculaire à celui de la pla- 
nète*, c’est donc le seul phénomène (jiie nous aj<ons à expliquer. 

En appliquant à ces corps, les formules du chapitre précédent*, 
on voit que l’action seule de la planète ne suflit pas pour main- 
tenir l’orbite du dernier satellite dans le plan des autres orbites. 
Quoique nous ignorions la durée de la rotation d’Uranus, il n’est 
cependant pas vraisemblable qu’elle soit beaucoup plus petite que 
celles de Jupiter et de Saturne. Supposons qu’elle soit la même 
que pour Saturne^ nous aurons par le chapitre précédent. 


K'^K 


iGq. 

3jj 




t\a 


Ici T'=5 o 689^""' , et suivant Ilerschel, 12 = 91,008, d’où l’on 
tire 

A' = 0,0982/1 . A. 

Le plan de l’cqualeur d’Uranus étant supposé à très-peu-près 

perpendiculaire à son orbite, et ^ exprimant l’inclinaison mu-., 

* 

tuelle de ces deux plans*, si l’on fait^' = ^ — tt étant la demi- 
circonférence dont le rayon est l’imité *, A' sera un très-petit 
angle. Soit 6' = ^ ; l’équation 

, « /\ .s'in.iiA 
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trouvée dans le chapitre précédent, donnera à tres-peu-près , 


6 ' = 


K A' 
h — A' 


ài' A — 9 , ou y — A! étant TincUnaison du plan sur le(|nel se meut 
l’orbite du satellite, à l’orbite de la planète, celte inclinaison est 


KA' 

A — A' " 


OU 


0, 60176 * 


7 


elle est donc très-petite, si l’on n’a égard qu’à l’action du satel- 
lite et d’Uraniis. Le plan fixe coïnciderait alors à très-peu-près 
avec l’orbite de la planète, et le dernier satellite cesserait, à la 
longue, de se mouvoir dans le plan de l’équateur d’Urarius et 
des orbes des autres satellites. Mais il peut être rétenu dans ce 
dernier plan par^ l’action des satellites intérieurs. Pour le faire 
voir, nous observerons que par le u° 55 , si l’on nomme ot le rap- 
port du rajon de l’orbe de l’avant-dernier satellite, à celui de 
l’orbe du denier; la valeur de K' est augmentée par l’avant-der- 

nicr satellite, de la quantité \ ,vi . a.' , ^ 111 étant la masse de 
ce satellite, en parties de celle d’Uraniis, prise pour unité; et 
étant déterminé par les formules du 11" 49 du second livre. 

a 

a est à très-peu-près ^ , par les observations d’ilersclicl , ce qui 
donne à fort peu-près , 

1 12' 

Ul 

la valeur de A' est donc augmentée de la quantité Si l’on sup- 

pose cette quantité égale à A , on aura 

, 1,5982/1. A ; 

et parqonséquent 

g ~ . 

O , 59824 ’ 

l’inclinaison de l’orbite du dernier satellite, a l’equatcur d Ura- 
nus, sera donc .très-petilc. 
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La durée de la révolution sj^dérale dcce satellite estde 107^^“'’^, 6944*, 
ainsi K y relativement à Uranus, est égal à 0^000009235987, ce 
qui , en supposant 


donne 

VI * — 0,0000572035 ; 


or cette masse de l’avant-dernier satellite , et même une masse 
supérieure, est très-admissible; l’orbe du dernier satellite peut 
donc être retenu dans le plan de l’équateur de la planète , par 
l’action des satellites intérieurs. Quant aux orbes des autres sa- 
tellites, l’action seule d’Uranus suffit pour les maintenir dans le 
plan de son équateur ; car le rapport de K' à K augmentant ré- 
ci proquement», comme la cinquième puissance du rayon del’orbite, 
il est, relativement à l’avant-dernier satellite, trente-deux fois 
plus grand que relativement au dernier; en sorte que l’on a alors 


ce qui donne 


12,7437. A; 


_ A , 
® U ,7437 ’ 


ainsi 0 est très-petit el insensible. 
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LIVRE IX. 

THÉORIE DES COMÈTES. 

Les grandes excentricités des orbites des comètes, et leurs 
inclinaisons considérables à l’écliptique, ne permettent pas d’ap- 
plûiuer^x perturbations que ces astres éprouvent, les formules 
relatives aux planètes , et qui ont été présentées efans le second 
et dans le sixième livres. Il n’est pas possible, dans l’état actuel 
de l’analjse, d’exprimer ces perturbations par des formules ana- 
lytiques qui embrassent, comme celles des planètes , un nombre 
indéfini de révolutions : on ne peut les déterminer que par par- 
ties, et au moyen de quadratures mécaniques. La méthode du 
chapitre VIII du second livre, est très-propre à cet ohjelj car 
elle donne, par de simples quadratures, les altérations de chaque 
clément de l’orbite supposée elliptique; et pour avoir à chaque 
instant le mouvement de la comète, il suffit de substituer les 
élémens augmentés de ces altérations, dans les formules connues 
du mouvement elliptique. Je vais donc ici développer cette mé- 
thode, en sorte que ceux qui voudront l’appliquer au mouvement 
d’une comète , n’éprouveroat d’autre embarras que celui des substi- 
tutions numériques. 


B b 


Mjécan. du Tome IV . 
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CHAPITRE PREMIER. 

Théorie générale des pc 7 iurbaiions des Comètes. 


I. Soient, comme dans le n* 46 dn second livre, 
les trois coordonnées de la comète m , rapportées au centre du 
soleil j soient x\ y, z', celles de la planète perturbatrice nï ^ et 
supposons, comme dans le même n% 

/? '^yy' d" ^ . 

1/ (a' -xY + (y -_y )“ + (/- T)' ’ 

r et r étant les rayons vecteurs de in et de 'rn' . Représentons 
encore par l’unité, la masse du soleil, et faisons on 

aura par le n® cité. 


O =: 


O 


O = 



Dans le cas oii i? est nul, ces équations appartiennent à une 
orbite elliptique, comme 011 l’a vu dans le second livre; mais 
la valeur de R étant très-petite, si l’on nomme èx, jy, cTz , 
les altérations qu’elle produit dans les valeurs de a:,/, z, rela- 
tives à l’orbite elliptique , et si l’on néglige les carrés et les 
produits de ces altérations; les trois équations précédentes donne- 
ront les suivantes : 


O 


dd . «r.c 
dt^ 


O = 


dd.Sy 

d/ 


O = 


dd . S Z 


S'v S.r.tTr 
JT ~ 

£y _ ïLii' 

H 

S'^z . 5z. Sr 

TT “TT”' 


+(S)0 

+©■ ) 
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Il suffit de satisfaire à ces équations; car en réunissant les va- 
leurs de è'jc, J'j, d'z, (jui y satisfont, aux valeurs de a-, V, r, re- 
latives an mouvement elliptique, et qui renferment six constantes 
arbitraires ; on aura les intégrales complètes des trois équations 
tfilFérentielles primitives du mouvement de la comète. 

2 . Considérons la valeur de R dans les deux limites de la dis- 
tance de la comète au soleil. Lorscpie le rapport p de son rayon 
vecteur à celui de la planète, est une très-petite fraction ; la 
valeur de est très-petite relativement à celle de ^ , et lo 

rapport de la première à la seconde de ces deux valeurs, est de 
l’ortlreï^--. Dans ce cas, on peut considérer à fort peu-près R 

comme nul, et le mouvement de la comète, comme elliptique. 

» 

Si P est un grand nombre, c est-à-dire, si la comète est beau- 
coup plus loin du soleil, que la planète; en réduisant alors 7i dans 
une série descendante par rapport à r, et négligeant dans cette 

série, les termes de l’ordre on aura 


'(IR\ — r') 


vi' .x' 

■ 7 ^ 


3//i' . {xx' -{-y/ H- zx!) . ; 


l'équation différentielle en cTx devient donc 


0 = ■ 


dd.ix . .tx ■ m'yx—x') 


dl^ 


■+ U 


f d- 3m'. (x-.t' -f-yy' -f sz') . pf. 


Les équations différentielles en J'y et <f'z, donnent évidemment 
des équations semblables. Supposons maintenant 


tfa; = Ax -1- ^'x' ; 

J'y z=xiy~\- A-y ; 
cT Z = xiz -J- A Z 


et observons que l’on a à très-peu-près, 

ddx _ X . Ad^ £ . 
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l’équation dilFcrenlielIe en donnera 

J' , x' . x' "5 A . X' Z A ' . X . (xx'+j'/ 4-2^') 

0 ^— /3 ^ ,-5 

. 7n'.(.c— x') , m'.x' , 3m'.x.(xx'+yy-i-zz) 

H P h— — I • 


On satisfait à cette équation , en faisant 


ce qui donne 

. 171 X + m V \ 


cTz = 3 . 111 Z + 7 n'z\ 


Ces valeurs satisfont donc à l’équation différentielle en /a:, et 
il est clair qu’elles satisfont encore aux équations différentielles 
en jy et cTz. 

Le résultat précédent est un corollaire fort simple du théorème 
que nous avons donné dans le n® lO du second livre. Suivant 
ce théorème, lorsque la comète est à une grande distance du 
soleil, elle peut être considérée comme étant attirée vers le centre 
commun de gravité du soleil et de la planète , par une masse 
égale à la somme de ces trois corps; elle décrit donc alors à 
très-peu-près une ellipse autour de ce point, et la force attractive 


qui la lui fait décrire est r+cfr étant le rayon vec- 

teur de cette nouvelle ellipse, représentons par a:+J'a:,y + dy 
et les coordonnées correspondantes. On peut supposer 

cette ellipse entièrement semblable à celle dont les coordonnées 
sont Xy jy Z, et décrite dans le même temps. Pour cela, U 
suffit que les forces attractives, dans les points correspondans 
des deux ellipses, soient entre elles comme r+cTr est'àr, ce 
qui donne 


1 + 771 + , 1 -f- 771 

(r + éry * 7 "^ 


r 4 - 


d’où l’on tire 
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les coordonnées de la nouvelle ellipse sont parconséquent 

O+t)- 

Ces coordoijnées sont rapportées au centre commun de gravité du 
soleil et de la planète. Pour avoir ses coordonnées rapportées au 
centre du soleil, il faut y ajouter les coordonnées de ce centre 
de gravité, relativement au centre du soleil, et ces coordonnées 
sont évidemment m'x'y 7ny\ les coordonnées de la comète, 

rapportées au centre du soleil , seront donc 

ce quî^lt conforme à ce qui précède j et comme ces coordon- 
nées renferment six arbitraires , elles satisfont complètement aux 
équations différentielles du mouvement de la comète, lorsque 
l’on y suppose 

iî = — y — . ( xx'+jy-h- . 

Cela posé , soit généralement 

iî' = /l + y + m', (a:a'4- — jtt)* 
et 

cT X -y » X 7 ?ix' «-f- cPx'i 


cT Z "tt . Z *4- l/l' z' -f- c/'z^ : 

ù 


les équations difféjientielles en cTa:, cPy et cTz, donneront 

dJ.cT.r, , cTxj Sx . cTei , /dR\ ) 

o==-rfF-+— + / 

o = (B) 

rfrf.Ji, . <rz, Si.Jr, , \ 
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Dans ces équations, est ce que devient lorsque Ton y 
change cTy, «Tz, en cT.r, , «Ty, , Ces équations ne dif- 
fèrent des équations (^) qu’en ce que 7? y devient /^M'Jles peuvent 
servir avec beaucoup d’avantage, pour le calcul des perturbations 
dé la comète, dans la partie supérieure de son orbite; parceque 
B! est alors très-petit. 

5. Considérons maintenant les variations des élémens de Tor- 
bite. Prenons pour plan fire celui de Porbite primitive de la co- 
mète, ce qui permet de négliger le carré de comme élant de 
l’ordre du carré de la force perturbatrice. En faisant, comme 
dans le n“ 5o du second livTe, 

— ^f.sin.-^êT*, /=:c.cos.<i 2 r ; 

J 

é étant le' rapport de l’eteentricité de l’orbite, au demi-grand 
axe; et étant la longitude dii périhélie, comptée de Taxe des jr; 
on aura par le n* 64 ’dii môme livi*e, 

= (.§)j + ; 

M = 4-. {/ . (-") - (f ) j + 

Ces deux équations donnent les valeurs de de et de car on a 
de = r///.sin.<îir -f- ^//.cos.^ ; 
ed^ ==<///. cos. ^ — r//.sin. têr ; 

et si pour plus de simplicité, on prend la ligne meme des ab- 
sides, pour l’axe des x) on aura 

de z=z dl ; ed^ = dh. 

Les équations du mouverhent elliptique donnent, par le n® 20 
du second livre, 

fndt^i — — e.^m.Uy ' \ 

r~a.{i — c.cos.//); I 
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est la longitude mojenne de la comète j 4-e — ^ 
est son anomalie mojenne; v—m est son anomalie vraie, et u 
est son anomalie excentrique, x et j étant les coordonnées de 
si l’on prend la ligne des absides pour l’axe des abscisses , et si 
l’on compte les x du foyer vers le perihelie ; on aura 

a: = r . cos.(i' — <m)-, f=:r..sin.{v—ta-). 

La seconde et la troisième des équations précédentes (O) ^lonnent 
ainsi 

x=:a .cos.u — (le-, — e'.sin.u. 

Si l’on nomme ensuite A l’inclinaison de l’orbite de la planète m , sur 
ceTJfcü^e la comète , et y la longitude de son nœud ascendant , 
compléT'îSsJ’axe des absides; si , de plus , on désigr/e par v' l’angle 
que le raj^ r fait avec la ligne des nœuds; ou aura 

x' ■=.1' . cos. J. cos. v' sin.j . cos.A. sin.y'; 
y = r' . cos. J. sin. sin.j^. cos.i''; 
z' — r' . sin.A. sin, p'. 


La valeur de R donne 

'■ ilR \ m' .x' ni . {x' — .y) 


/dflN m ■ 

KH-)— / 


P 


f étant supposé égal à V^(a;' — ^ 
pareillement 

-V' m' .y— y) 

KdyJ— r'^ P 

Cela posé, la valeur de dl donnera 

de——m'. adu . / 1 — 7 * . cos. u . (a:/ — a'j } . — ÿ. } 

— vi ' . a' du j — e ^ . ( I — e cos. « ) . 1^,3 — ' — ÿy’ --} i 
La valeur* de dh donnera pareillement 

ff . = — m'.adu. sin .u.{ xf — x'y ) . ('•,,s p) 

■y in ,a' .du 1 — c*. ( 1 n) . 1^3 *~* p j- 
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Par le n* 64 du second livre, on a dans l’ellipse variable, et eu 
observant que est à très-peu-près égale à l’unité , 

d. i=2d7î: 

a ^ 


la caractéristique difFérenticlle d ne se rapportant qu’aux seules 
coordonnées de m. En négligeant le carré de z, on a 


J » _ +y^y) rii' . { .r ) . rfx’ 4- ( /— y) . r/y ) 

a/i — — i 1- 


et parconséquent 

diî = — m'adu . sin. « . |^3 - 


(.r'~x)i 


P 


d’où l’on tire 


+ Tnfadu . i — cos. 


daz=::2m\ a?du .sin.w . 

,a?du.^ i— cos. w. 1« 


On a ensuite, 
et parconséquent 


dn = 3 a/z . dR j 
yndt iW + SfÇndt ,faAR) ; 


N étant une constante. On aura donc ainsi les variations de l’ex- 
centricité et du perihelie de Torbite, de son grand axe, et du 
mojen mouvement de la comète. 

Pour avoir la variation de g, ou de l’époque de la longitude 
moyenne, nous observerons que dans le cas de l’ellipse invariable, 
la première des équations (O) donne en la différentiant. 


ndt z=z du ,{i — e . cos. 

Dans le cas de l’ellipse variable, on doit avoir la même équation, 
par le chapitre VIII du second livre-, ce qui donne 


dè — ’ d^:=:du . ( I — ^ . cos. w) — . sin.z/ *, 

U ne variant ici qu’à raison des variations de e et de au lieu 

que 
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que dans le premier cas, il ne varie qu’à raison du temps 
La Iroisième des équaiioiis (O) donne, eu ne faisant varier cpie 
c et , 

I jT ^ 4- I '■>>d(* . tang . ^ u 
— cot>.^;u * K 1 — ^737* 


Eu substituant pour cos.*. 7 .(n— ^), sa valeur donnée par la même 
équation, on aura 

7 d:^ . ( I — c.coa.n) dc.sin.i/ 

du = — ' — r- i 

V/i— e* »— e’ 

d’où l’on tire 

d: 7 .{ 1 — r.cos.i/)'^ de.sm. — t'*— e cop.r/) 

[/i — e* ^ ’ 

rmiiie dt — i/ar, et parconséquent la valeur de de» 
En intégrant pa»dcs quadratures, les diftérentielles de e , a, 
71, €3 011 aura pour un instant quelconque, tous les élémens 
du mouvement de la comète dans sou orbite : on aura en- 
suite sa position , au mojen des équations (O). Il ne reste plus 
maintenant qu’à déterminer la situation de celte orbite. 
Reprenons pour cela les équations du n® G4 du second livre, 

{..(§) -.Z. (§)}; 

-J. (J)}. 

Si Ton nomme (p l’inclinaison de l’orbite sur le plan des t et 
des jK, et 9 la longitude de son nœud ascendant} on aura par 
le même n% 

ang. <p = £e .- ± J : '. ; tang. 9 = ) 


— dzs- ;=. 
6q uation^jm'^ U 


û . ( I ->e’) = c* -f- c'* H- c'K 

Lorsqile l’on prend pour plan fixe celui de l'orbife primitive , 
c' et c" sont, ainsi que z, de l’ordre des forces perturbatrices j 
Mécan. ckl". Tome ly. Ce 
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en négligeant doue le carré de ces forces , et substituant pour R 
ta valeur, on aura 


dt 


- = — m'a . {cos. u~^e} .z'.Qj — ; 

~:=z—‘m'a . I — e* . sin. u,z' . > 


c:=V^ : 
or ou a par ce qui précède , 

= . (i— e . cos. ü) ; n’ssr^j 

on aura donc 

de' m'a‘ .du . ^ \ ^ . 

- — — ’T'. « r 1 ,C03t U ^ .^COSt • V f'-i Jf 

c t/l — \r J / 


de 

c 


-=— 77zV.é/^/.(i — e. COS, II). sin* U. z\ 


En intégrant ces deux équations , on déterminera pour un ins- 
tant quelconque, Pinclinaison de Porbite sur le plan fixe, et la 
position de scs nœuds* 

4. Le point le plus important de la théorie des perturbations 
des comètes, est la différence de deux de scs relours consécu- 
tifs au périhélie; voyons comment on peut la déterminer. Pre- 
nons pour exemple la comète de 1682, qui a repassé à son pé- 
rihélie en 1759. Soit T le temps compris entre ses deux passages 
au périhélie, en 1O82 et ly^Q. On peut déterminer iV de manière 
que NT=2'X, 'tc étant la demi-circonférence dont le rayon est 
Punité. On a par le n® précédent, 

n:;=:N,(i+5a ./l\R), 

Si Pon fait commence^ Pintégrale /d/î à Pinstant du pasàage de 
la comète, par le periliélie de 1682,. ou nous fixons Porigine du 
temps / ; on pourra supposer 

72 iV .■{ I -f- cT^ "4“ } / 
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< 1 ^ étant une arbitraire. Maintenant on a par le n’ précédent, 

V' ~fndt 6 — <tÀF , 

V étant l’anomalie mojcnne de la comète-, on aura donc 

A/ .* ( I + ) + 3 .r ./( M* ./d R) + £ — ûT 4 - J t — cTar ; 

et étant les variations de € et de ta-, depuis le passaj^e an 
perihelie de 1682; £ et sc rapportant à ce passage, r — .ta- est 
mil à cet instant, puiscju’alors V=.o, par la supposition. De 
plus, on a supposé que ^ étant égal à T, F=2T, et NT^^.rc, 
on a donc 

W,Oz= /£ — cT.ar + J',; . AT+Sa ./(Ndt . fdR) ; 

les variation^/é et cTut, ainsi (|iie la double int(?grale, étant 
étendues depuis jusqu’à / = T. Cette équation donnera la 

valeur de J'q, et parconséquent on aura pour un instant quel- 
conque^ la valeur de //. Cette valeur donnera celle du grand axe 

de l’orbite, an moyen de l’éqiiation 

Nommons N' la valeur de n , à l'instant du passage an péri- 
hélie de 1759. Prenons ensuite cet instant pour Torigine du 
temps t) nous aurons 

r = iV7 + cTg — cTttjr + 3t7, ./(AV/ ./d R) -, 

cTé et commençant ici, ainsi que les intégrales, à l’instant 
du passage au perihelie en 1759, et a, étant le demi-grand axe 
de l’orbite à cette époque. Les valeurs de <tsr, e, e, seront dé- 
terminées par les observations de la comète, faites à la même 
époque -, car a, étant connu par ce qui précède , la distance pé- 
rihélie en 1759, donnera la valeur correspondante de e. Soit T' 
l’intervalle inconnu du passage au perihelie en 17^9, au prochain 
passage par le perihelie. A ce dernier instant, partant 

iV'r + cTé — 4- Za, ./(AV/ ./dR) = 27 r ; 

les valeurs de St et de s’étendant comme les intégrales , de- 
puis /=o jusqu’à / = ï'. Celte équation déterminera T. 

Ce 3 
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On peut faire disparaître clans ces expressions , les doubles in- 
tégrales, en observant (jiie 

5.7, ./( NW/ JAR ) = 3A7 JaM — 3./, ./A7 . AR ; 


en marquant donc d’un trait liorizonlal placé au-dessus , les quan- 
tités étendues depuis le pcribelic de 1G82 jusqu’à celui de lyGcj, 
et d’un double trait celles qui s'élendent depuis le perilielie de 
1759 jusqu’au prochain perilielie; l’expression précédente de n 
donnera 

A'T= 2^ + dv + sZyWrZK. 

Cette équation déterminera A', et parconséquent j,. On aura 
ensuite 

< - 

. ( r— r)=j^ — siv' . JiTM 

4* 

— ’^aJNTTÂR + 3 . 7 , JFIIM ; 

équation qui déterminera la différence T'—* T des deux révolu- 
tions anomalistiques de la comète. 

5 . Toute la difficulté se réduit donc à déterminer numérique- 
ment les altérations des élémens de l’orbite. Nous avons déjà 
observé cjue l’on ne peut y parvenir (pie par des quadratures mé- 
caniques , et l’analjse fournit pour cet objet divers mojens. Je 
vais exposer ici la formule qui me paraît la plus commode et la 
plus simple, et pour cela, je vais rappeler en peu de mots, le 
principe de la théorie des fonctions génératrices. 

Soit U une fonction quelconque de /, et supposons qu’en la dé- 
veloppant suivant les puissances de /, on ait 

U := I ^ ^ j(3), /3 . 

U sera la fonction génératrice des divers coeffîcicnsj^°^,j^‘^,j'^“^, etc,. 

Il est clair que 9^^'^ étant le coefficient de dans le développe- 
ment de 77, il sera le coefficient indépendant de dans le dé- 
veloppement de P ;; or on a 


j; ==« . (i +i— 1)'== tt .{ 1 4./. 0— 1) +'-^ • (7 r- i)Vetc. ; (/) 
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l.e coefficient indépendant de dans etévidcmmenl 

Oïl la caractéristique A étant celles des didé- 

rences finies. Il est visible encore qu’en considérant ^^•(j — 

comme une nouvelle fonction génératrice; son développement, en 
n’ajant point égard aux puissances négatives de /, sera 

A .yCO ^ ^ ^ /* + A . 4- etc. 


De là il suit que le coefficient indépendant de dans le dé- 
veloppement de/^. Q — . Q — 1 ^, ou ,est A.j^'^ — 

ou En suivant le même raisonnement, on voit que le 

coefficient'^î^^épendant de t, dans le développement de > 

est et ai«si de suite; Téquation (/) donnera donc, en 

repassant des fonctions génératrices aux coefficiens. 


jO) ^ . j(o ^ iiLzi^^zzf . a ' etc . 

Quoi(jue cette expression de n’ait été conclue qu’en suppo- 
sant i un nombre entier positif; cependant on Té tend à une va- 
leur quelconque de î. Alors est l’ordonnée d’une courbe pa- 
rabolique dont l’abscisse est î, et qui passe par les extrémités des 
ordonnées équidistantes y^'^, etc.; finleivalle qui les 
sépare étant ici pris pour unité. Quelle que soit Ui nature de la 
courbe que l’on considère ; on sait que chacun de scs arcs très- 
petits peut cire pris pour un arc parabolique dont l’ordonnée 
est exprimée par une série de puissances successives de l’abscisse, 
comptée depuis l’origine de l’arc. Les coefficiens de ces puissances 
devant être déterminés de manière que la courbe passe par les 
«extrémités des ordonnées voisines y^'^, etc.; on aura évi- 
demment l’expression précédente dey*^'^'. En la rauUipliant paiw//, 
et en Ijintcgraiit depuis /=o jusqu’à i = i , on aura 

y CO . yCo) q. . ^ ^ . A* .^CO) + ^ , ^3 .^(o) _ . A4 .^Co) + -A. . A^ y Co)«. 

-f- etc. 

Ce sera l’aire de k courbe, comprise entre ety‘\ I-’aire coin- 
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prise entre l’ordonnée et l’ordonnée sera pareillement 

. A — r’r • A'./'^ + etc.; 

et ainsi de suite, fy^^.di représentant donc l’aire entière com- 
prise entre les ordonnées et on aura 

. di ;= y^°'> -f- + 

^ A ._yW^A ./'’ + A 

{A•.JW4.A^y'5^-A*._yW + A”,/"— 

-J- etc, 

or on a , 

A ^ + -^ .y(»-0=:_y(0 4._yCO_y') +^(") -Or=_^.('0_j(«). 

On a pareillement 

. J c«) ,^-(0 + ^ ^ 0 ^°^ ’ 


et ainsi de suite •, partant, 


=; 

2 •J 


— 

— 

T 

1 » 

.{A .jW — 

A 

._y(OJ 

+ 

I 

2 4 


A" 


— 

1 9 

7 20 

.{A\/'')- 

A' 


+ 

I 6 O 


A4 .^00} 

~ 

6 0 4 6 0 

.{AL/"> — 

A* 


•j- etc» 







I,es valeurs de A./">, A’./"’, etc. dépendent de /'’+'î, etc. ^ 

et l’on est censé n’avoir calculé que les ordoiméesy‘'\ * 

Pour résoudre cette difficulté, on observera que le coefficjentde/^"’, 

dans le développement de la fonction «-Q"”*)) à'.y^'‘'>‘, or 

on a 

iy=u.O— 0'- {«—(>— 0}~—“(‘-0'{>+r(i—0+^^-(‘—0‘+etc.|. 
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W7' 


Le coefficient de dans le développement de — /y es( 
iiéralement L’équation précédente donne donc, en re- 

passant des fonctions génératrices aux coefficicns. 


^ + r. ^ L’. ^ rf~ , ^r-ha a q. gjç 


En faisant successivement r=i, r=: 2 , r=:3, etc. on aura des 
valeurs de A*.jy^"^, etc. qui ne dépendront que des or- 
données etc. En les substituant dansTexpression précé- 
dente de on aura 


ff\di^ \ 

- ^ .{A — A 

a. ^ .{A\/— ) + 

— -f- .{AL/«~4)4 .aL/-)} 

— etc. 




(P). 


6, Pour appliquer la formule (P) aux variations des élémens 
de l’orbite de la comete, on prendra pour abscisse l’anomalid 
excentrique de la comète, que nous avons désignée précédemment 
par u\ et si l’on représente par Ç,du la variation difïérenticlle 
d’un des élémens de l’orbite, on fera varier u de degré en de- 
gré , et l’on déterminera les valeurs correspondantes de Q. En les 
désignant par formule (P) donnera Java- 

leur fQ .du, ou la variation de l’élément de l’orbite, correspon- 
dante à la variation supposée dans Tare de l’anomalie excen- 
trique. Le plus souvent, il suffira de ne considérer dans cette for- 
mule, que la première différence finie; mais vers les points où la 
• comète est près, du minimum sa distance à la planète pertur- 
batrice , c£ qui rend fort considérables les valeurs de p>et par- 

conséquent celles de avoir égard aux différences sui- 

vantes; il sera même utile alors de diminuer l’intervalle qui sé- 
pare les coordonnées équidistantes, en faisant varier l’anomalie 
excentrique, de^ demi-degré en demi-degré. 
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7. On a vu dans le n® i , que la partie la plus sensible des per- 
turbations d*une comète , peut être exprimée analytiquement , 
lorsque la comète est considérablement éloignée de la planète 
perturbatrice , ou lorsqu’elle est dans la partie supérieure de son 
orbite, ce qui donne un moyen à-la-fois exact et simple, de cal- 
culer ces perturbations. Nous allons développer par ce moyen, les 
variations correspondantes des élémens de l’orbite. 

Reprenons l’expression de dh^ 


dh = dx . {-t-. (^) - J- (ï) • (S)- 

En faisant , comme dans le n® 2 , 

R = R' — Y—m'.(xx' -\-yy + zz) . (~ - 

on a vu dans le n® cité, que R est peu consi j^éraWe relative- 
ment à Tautrc partie de /?, lorsque le rayon vecteur r de la 
comète est beaucoup plus grand que celui de la planète perturba- 
trice. Par le même n®, les perturbations de la comète, dues à 
cette dernière partie de R, sont représentées en supposant 

cTu: = J . ?n'x + m'x' ; cTj = j . îîij + 7 ?// ^ cTz = J . m'z 4- 771' z\ 


Cela posé, on a par le n® C4 du second livre, en négligeant le 
carré de 2 , 


oz=h+y.["- 


dx^ ) , xdx . dy 

’dFi'^ 


En faisant varier cette équation par rapport à la caractéristique cT, 
on aura 


r; . n î f ^ . 2dx . dS'x) , xdx . d^y , x.d^x.dy . . dx.dy 

Si l'on substitue pour Sx, Sy , Sz, leurs valeurs précédentes, 
on aura 

, f dx* xdxdy} / , ^ (xx'-fvy') . ^rnydxdxf 

th = m . 

mf . xdxdy m ' . xdydx' m ,x\ dxdy 

~ rft» 3 F 3 t* 


Cette 
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Cette valeur de cT/i, augment<5€ d’une constante arbitraire, ex- 
prime l’altération de h , due à la partie de R indépendante de R'-, 
elle doit donc résulter de l’intégration de l’expression précédente 
de dh , en y substituant pour R la fonction 

— y — m' .(ra/ -fy/ +zz'). ; 


c’est en effet ce que le calcul confirme à posteriori, en obscr- 

, . . mx m\v' , f y f (^(Ix 

vaut que Ton peut supposer ici -p-, etc. égaux a — 77i 

— 771,-1^3 etc. Si Poil substitue dans cette valeur de «TA, 

ai"* 


/r-f-f au lieu dey. J — on aura 

r> dl' 


S h 

' dx . (xdy — y'd.v x' dy — ydx' ) 

— 771 . TTT 


Il suit de là que pour obtenir la variation de h, depuis un 
point donné de l’orbite jusqu’à un autre point, duc a la partie 
de R indépendante de K-, il suffit de retrancher la valeur du 
second membre de l’équation précédente dans le premier point , 
de sa valeur dans le second point. 

Si l’on change dans l’équation précédente, h en /, a:' en y , 
x' en y, et réciproquement; on aura la variation de /, due a la 
partie de R indépendante de R', ce qui donne 




(xdy— ydx) 

di‘ 


+ m'dy . 


(xdy' — y'dx + .d dy —yd x') 
dt'^ 


•En retranchant la valeur du second membre de cette équation , 
dans un point donné de l’orbite, de sa' valeur dans un autre point; 
on am» danscet intervalle, la variation de l due à la partie de R 
indépendante de R. Les variations de h et de /, donnent celles 
de e et de 'W , en observant que l’on a 

ae — Uh-\-Ul-, — AcT/. 

Mic.\N. cÉt. Tome 2K. 
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On a par le n® 04 du second livre, 


ce qui donne 


1 0. /dx^ 4 “ dy^\ 

â ~ F ~ \ dF ) ’ 

S'a 9.Sj' , 9jl v.dSx-{‘Q.dy.dSy 

— — H . 


En substituant pour cTo: et cTj, ~m'x+77i'u:' et •]r7iy'^m'y^ 
on aura 


Sa 




7^ 


dt^ 


Si Ton substitue dans cette équation^ au lieu de 
leur - — - *j on aura 


/ 


Sa 9m' a 9 / . , (x\ï'-f-yv ) i / \dxdx' dydy') 

— = 7n 4- 277l iï . ^yLJ. -f- 2711 a . 

a r O r 


di^ 


De là on conclura cT//, au moyen de l’équation qui donne 


Sn 3 Sa ^ 

n 2 * a ^ 


et parconséquent 


JV/ = 


ni fl — "^niau 


^fL+yyi -^jni'an . 

r’ dt^ 


En retranchant les valeurs de Sa et de , à un point donné de 
l’orbite, de leurs valeurs à un autre point, on aura les varia- 
tions de a et de 77, dans cet intervalle, dues à la partie de 
indépendante de R\ 

Pour avoir la variation de l’anomalie moyenne, due à la même 
partie de R *, on observera que cette variation est égale à 
jSn.dt + Se — S^. Nommons Sn la valeüt entière de Sn , ait 
point de l’orbite, où l’on commence à considérer ^séparément 
celte partie de 2?, c’est-à-dire, la valeur de Sn, qui résulte des 
perturbations antérieures; on aura en faisant commencer ici le 
tems / , à ce point, 

JSii . + cTé — cT'ixr — Sn .t . - dt-yS e — cT^sr 
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ef'/z étant la variation de ii y depuis le point dont il s’agit, duc 
à la partie de R indépendante de R'. On a par le 3 , 

et le second membre de cette équation est égal à 


constante 


fT.îr. ( I — -ecos. m)* 

i — 


<r<»..sin. w, (p. — — e.ros. u) 
1 -—c^ 


Vn J , . , . û?w.sîn.ïf.(i— r»cos.r/) , <rr r?z/ . ( i — cos. r/) . (pcos. k 4 

— -.du,(i — e.cos.w) +2C.<f5r. : -4 ^ 

n ^ V/i— 


itaiit par le n° 3 égal à du.(i — ccosm). On a par ce qui 
précédé, 

S^h — e. y l — e \ Si — Se. 

Désignons par ?n'nç , la valeur de Texpression précédente de Sn , 
a la nouvelle origine que nous avons assignée au teins /; on 
aura 

J 'n = Sn — m'nç. 3 

en substituant ensuite pour SJi et SI , leurs expressions précé- 
dentes , on trouvera 


P 


J'zz . + cTtf — <r ’«r rr; — m' . . 1 4 


Tl{ .{xy' cr/z.(l — ccos.u)‘ 


a* . |/ 1 — e 


e . \/ 1 — e '-* 


<r/.sin, U. (a — e**— e.cos. u) 
i — é* 




constante. 


Si l'on retranche la valeur du second membre de cette équa- 
tion , à la nouvelle origine de / , de sa valeur à un antre point 
de l’orbite j on aura la variation de l’anomalie moyenne dans 
*cet intervalle, due'li la partie de R indépendante de R. 


Poijr avoir les variationa de l’inclinaison de l’orbite et du 
nœud, dues à la même partie, de R‘, on doit observer que par 
le n” 64 du second livre, on a 


, xdz — zdx , ydi— zdy _ 

— dt ’ ^ — dt ’ 


D d a 
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cc qui donne 

fv / x.rftTz-}- — ^.f/cToC — J^z.dx 

do „ ; 


f n y Sy .dz-^ z.d^y --- ^z.dy 

6c^ ^—Tt ' 

Si Ton substitue pour cT/z, jy et cTz, respectivement | 
^my^iJiYf { m' Z'i-m' z' \ on aura 


J'c' = amV + m' . ■ 

dt ' 


J'c''= 27n'c’ + m' . 


(ydz' + — zdy' — ^'^y^ 

dt 




Obserfons ^naintenant que ^ ^ y o' et c'^ sont nuis ou de 

l’ordre des forces perturbatrices^ en négligeant^'donc le carré de 
ces forces ; on aura 


S^c'zzzTTÏ. 


(xdz — z'dx') _ 

Jt ' 


J'c''= 





équation d’où Ton tirera par le n® 3, les variations des incli- 
naisons de l’orbite et du nœud, dues à la partie de JR indépen- 
dante deiî', dans la partie de l’orbite que l’on considère, 

8. On aura les variations des élémens de l’orbite, relatives à 
la partie R Ae R, par les formules des n^® 5 et en changeant 

R en JR', dans les expressions de dh, dly dX^y de y dc\ et en 

les intégrant par des quadratures. Dans la portion supérieure de 
l’orbite , iî' étant fort petit, les valeurs de ces intégrales seront 
aussi très-petites^ mais dans cette portion où il est avantageux de ‘ 
partager ainsi R en deux parties, on peut déterminer sans qua- 
dratures et par des séries convergentes, les variations éiémens 
de l’orbite correspondantes à R. Reprenons pour cela l’expression 
de R du n® a. En la développant en série, on aura 


ar ' r* * T 
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Ü1 > 


OT on a 

x:=:r .cos.i^y /=;r.sin.^'; 
a.(i — 

J* ^ ' — • 

1 -j-e.cos. (v — 'a) ’ 

on a ensuite x' y y ^ z! y en fonctions de sinus et de cosinus de v* 
et de ses multiples. En substituant R au lieu de /? , dans les 
expressions différentielles des élémcns de Torbite^ en dévelop- 
pant ces expressions, et en observant que par len* i6 du second 
livre , 

zzzdt a . ; 

= dt ' . a\{\—G ^ ; 

la partie dè' ^hacune de ces expressions différentielles, corres- 
pondante à JR', ’^era exprimée par une suite de termes de la 
forme 

H . dp\ cos. {iv -f- /V + A) y 

i et î' étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et iï et A 
étant des constantes. L’intégrale de ce terme est 

H in* 

constcante -f- y . */ (/V+iV+A). 

Si l’on substitue dans ce dernier terme, pour dv , sa valeur 

r'' . dv' v/a.(i— g») _ 

■ l/â'.(i— e'“) ’ 

il devient 


„ i \/ aA\ — e^) , dv ,• , v / . .\ 

/ ——.COS.Of' + lP+A). 

• Ce terme est beaiîTOup plus petit que l’intégrale 
^ H ,fdd . co8.(/V+/V-f-A) , 

lorsqtfe — est une petite fraction j il est encore diminué par 1# 

/facteur — *, car n(i— est la distance peribelie de la 
V/a' . (i--ie'0 
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comète , et cette distance est beaucoup plus petite que a', rela-i 
tivement aux trois planètes supérieures. L’intégrale 


H . cos. ( zV — |— i ^ ) 

est donc à fortpeu-près égale à constante + j.8in.((V+zV+ A), 

Pour avoir une valeur encore plus approchée de cette intégrale-, 
il ^üt retrancher de sa première valeur, l’intégrale 


n 


i V^a7(7r— 


a.C\T-e^) , v / , .N 

a .(i — e ^) J ' 


En substituant au lieu de — , sa valeur 


c (i -f- g .cos. 

a’.(i — + éî'.cos. ( V — * 

et observant que e' est très-petit ; on développera cette intégraU 
dans une suite de termes de la forme 


II' ,fdv ' . sin. ( + 6' V' + A ) , 

et l'on intégrera chacun de ces termes, parla méthode que nous 
venons d’exposer. On aura ainsi d’une manière fort convergente, 
la valeur de 

ïi ,j*ds/ * î! V -f- A) J 

et parconséqiient, on aura par des formules analytiques, les va- 
riations des éléraens, dans la partie supérieure de l’orbite. 

9, On pourra donc , par les formules précédentes , calculer les 
perturbations que la comète de lySg a éprouvées dans ses révo- 
lutions successives, et prédire son prochain retour : on procé- 
dera de la manière suivante. On commencera par discuter de 
nouveau, et avec le plus grand soin, les €^I/5orvations de cette ‘ 
comète, dans ses deux apparitions de 1682 et de et l’on 

déterminera les éléraens de l’orbite à ces deux époques*,N(în ta sup- 
posant une ellipse dont le grand axe répond à la durée de’^ixvr^*' 
volution de 1682 à lySg. En partant ensuite dés élémensde 1682-5 
on déterminera par ce qui précède, les altérations des élémensV 
et de l’anomalie moyenne, dans les trois premiers'>quarts de Tano- 
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malle excentrique, ou depuis uz=zo jusqu’à ii — Zoo\ Pour le der- 
nier quart, il est préférable de remonter de l’époque de lyScj ^ 
l’extrémité de ce quart , ce qui revient à fixer l’origine de l’angle //, 
au périhélie de 17^9, et à remonter vers 1682, en faisant z/ né- 
gatif, et , en partant des élémens et de l’époque observés en lySq. 
Dans le prejuier et le dernier quart de l’ellipse, la comète est 
plus près des planètes perturbatrices, et surtout de Jupiter, la 
plus considérable de toutes, que dans le second et troisième (piart; 
il importe donc d’avoir alors, le plus exactement qu’il est pos- 
sible, sa position et sa distance à ces planètes dont les attrac- 
tions peuvent changer d’un grand nombite de degrés, leurs élon- 
gations à la comète. Pour plus d’exactitude encore , on pourra 
cahmler de nouveau les altérations des élémens et de l’anomalie 
mojcil'iie, depuis 1682, en employant le grand axe correspondant 
à cette époqVj^, et que l’approximation précédente aura fait con- 
naître. On pourî«i ensuite, à degrés d’anomalie excentrique, 
employer les élémens de la nouvelle ellipse qui correspond à cette 
anomalie, et calculer par son moyen les altérations qu’elle 
éprouve depuis 25^ jusqu’à d’anomalie.’ Ou rectifiera de nou- 
veau l’cllipsc à cette époque, et l’on calculera dans cette ellipse 
ainsi rectifiée, les perturbations depuis 5o^ jusqu’à IOO^ On rec- 
tifiera de la meme manière l’ellipse fondamentale à 100^ et à 200^, 
et l’on déterminera les perturbations jnscju’à 5oo° d’anomalie ex- 
centrique. En partant ensuite des élémens et de l’époque de 17^9 , 
et réctiüant l’ellipse à — 25% — So'’ et — -100% on aura les al- 
térations dans le dernier quart de l’anomalie excentrique. On 
aura donc ainsi, par une seconde approximation et avec beaucoup 
d’exactitude, les perturbations de la comète, depuis 1G82 jus- 
qu’en 1759. On fera les mêmes opérations depuis 1759 jusqu’au 
prochain perihelie j mais comme l’instant dn passage à ce dernier 
point est inconnu^ lorsqu’on sera parvenu à Soo'’, on rectifiera 
•l’ellipse de 25*" jusqu’à 4oo\ Ces calculs faits avec soin, 

doivent donne^^ à quelques jours près, l’instant du passage de 
Ja conjèteJ^n prochain perihelie : la seule incertitude qui puisse 
cxiste^/?î!t relative à la masse de la planète Uranus, et l’obser- 
x^tfon de ce passage sera l’un des moyens les plus propres a la 
j^îTerminer, 
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CHAPITRE II. 


Des ^erturbalions du moiiçement des Comètes , lorsqu'elles 
approchent très-près des Planètes. 


10. Vjonsid^rons maintenant le cas où la comfete apppeclie 
très-près de la planète perturbatrice. Si cette planète est Jupiter, 
la comète peut en éprouver une action beaucoup pj^sS grande que 
de la part du soleil, et cette action peut entièrement changer 
les élémens de son orbite. Ce cas singulier , qui paraît avoir eu 
lieu relativement k la première comète observée en 1770, mérite 
une attention particulière. 

On a par le chapitre précédent, les six équations suivantes : 


o = ^î+(,+m).A + "-:Aÿ=£). 


idy 






dt 

dt 

ddx' 


® = 5 - + (^+"0 4 - ^ 


f 


Supposons 




les 



SECONDE PARTIE, LIVRE IX. 217 
les six équations précédentes donneront les trois suivantes! 


O = 


O = 


dd. 


dt 

ddy. 


r + ‘^1 • { 


m-\~m 

T~ 

m+m^ 


-t+y-n- 

Z. .{ 


ddzi 

“5F 


m + m.' 

^F" 


+ /O’) 

+ -;^}4-2'-(73- — j 


Dans ces équations, ^1,^0 sont les coordonnées de la co- 
mète, rapportées au centre de gravité de la planète, et est la 
distance mutuelle de ces corps. Si Pon suppose assez petit pour 

que remporte considérablement sur les termes dépendans de 

l’actidïf du soleil^ on pourra, du moins dans une première approxi- 
mation , négliger ces derniers termes, et alors les trois équations 
précédentes don^ieront le mouvement elliptique de m autour de m . 
La différence des actions du soleil sur la comète et la planete , 
estime force perturbatrice de ce mouvement ; elle est, relative 

ment à l’action de la planète sur la comète , de Tordre 

Tant que cette dernière quantité sera peu considérable 5 on 

pourra, sans erreur sensible, supposer elliptique le mouvement 
relatif de la côraète autour de la planète. Lorsqu’au contraire 

cette quantité sera fort grandej on pourra négliger jj- , relative- 


ment à i, et considérer le mouvement de la comète autour du 

soleil, comme elliptique. Ce n’est donc qu’entre ces deux états 
qu’il peut y avoir de l’incertitude; mais vu lyapidité du mou- 
vement de la comète, l’intervalle de tems qui sép^e ces deux 
états, est si petit, que l’on peut sans erreur sensible y considé- 
rer à volonté l e mou vement de la comète, ou comme elliptique 
autour de la jrfSSète, ou comme ellipüque autour du soleil. Ce- 
pendant, fixer avec quelque précision la limite cn-deça e 

laouelV^ peut considérer le mouvement de la comete comm& 
U«îïî^ autour de la planète, et au-delà de laquelle on peut 
Envisager comme elliptique autour du soleil; concevons la co- 
mète située entre la planète et le soleil. L action du soleü sur 
Mécan. clh. Tome IV. 
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1 \ TYL 

la comète sera celle de la planète sur la comète sera il faut 

donc qu’au-dclà de la limite que nous supposons à la sphère d’ac- 
üvilé de la planète, — l’emporte beaucoup sur La diffé- 

rence des actions du soleil sur la comète et la planète est 
^ on a à très-peu-près : en-deçà delà limite, cette 

quantité doit être fort petite relativement à Oii satis- 
fera à ces deux conditions, si fon suppose moyen propor- 

tionnel entre ^ et 2 . — — J —, ce qui donne pour le rayon /— rde 
la sphère d’activité de la planète 

» 

P 

L’erreur sera d’autant moindre , que la masse de la planète sera 
plus petite. On peut même beaucoup augmenter le rayon de 
cette sphère , sans qu’il en résulte d’erreur sensible. En effet, si 
l’oti reprend la première des équations (Ç) , 

^ dJxj . (m 4- ni). Xi , x' x 

O — 7 — •4-* -4— — — 1 

dt'^ ~ P ~ H ^ 


on voit que le terme ^ n’ajoule à la valeur de que la 

double intégrale or cette double intégrale est 
très-petite , lorsqu’elle ne s’étend qu’à une valeur de i peu consi- 
dérable; car la fonction ^ est fort petite, a:' et r' diflféraiit 

frès^peu de x et de r. On peut donc, dans le calcul des pertur- 
bations d’une comète qui approche très-près d’une planète, sup- 
poser à la planète une sphère d’activité dan^'L^ielle le mouve-* 
naent relatif de. la comète n’est soumis qu’à l’atL^ction de la 
planète, et au-delà de laquelle le mouvement absolu^ de la co- 
mète autour du soleil n’est soumis qu’à l’action du soleiu 

îi. Développons cette hypothèse, et déterminons les nouvea^^ 
élérnens de l’orbite de la comète au sortir de la sphère d’attrac-^'^ 
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lîôn de la planète. Pour cela, commençons par déterminer les 
élémens de l’orbite relative de la comète autour de la planète , 
dans cette sphère d’attraction. On a par le n® 18 du «second livre 
ïeS six équations suivantes : 

C.— 

2. m'Vi , (^dx\+àz\) Xi.dx^.dyi z^.dz^.dy^ 

5? 5F dij^* 


m'x, . {dy\+dz\) y^,dy^,dx, z^.dzi.dx^ 

f dt^ 5 F » 


m' “h î + dz\ ) ^ 

\ 

c^yC y c'y A. , étaut des constantes arbitraires. Si Ton 

nomme 9 la longitude du nœud ascehdant de Torbite relative, 
comptée de Taxe desjr,, et (p l’inclinaison de cette orbite sur le 
plan des x, et des^,) on aura parle n*" 19 du second livre , 


tang.fl 



tang. (p : 


.A 'a , 

y c. +g, ^ 


c y d y c" étant donnés par ce qui précède , en fonctions des 

valeurs de x^y fxy ^9 à l’entrée de la comète dans 

la sphère d’activité de la planète , valeurs qui sont supposées con- 
nues*, on connaîtra donc ainsi les valeurs de 9 et de (p. 

Si Ton nomme ensuite I la longitude de la projection du pe- 
tihelie y on aura par le même n® , 

tang./=y. 

üt étaWïe demi-grand axe , il sera donné par ce qui précède. 
Qjirfensuite par le n® cité. 
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ce qui donne l’excentricité Ainsi l’on aura tous les élémcns 

de l’orbite relative de la comète. 

Rapportons maintenant les coordonnées et y,, à la ligne des 
nœuds. Soient a:' , j' , z' ces nouvelles coordonnées 5 nous aurons 

ssar/.cos.ô+Ji .sin.0 J 

y . cos.ô — r, . sin.9 J 

z' = Z,. 

Rapportons ensuite les coordonnées et au plan même de 
l’orbite relative. Soient et y' les nouvelles coordonnées^ nous 
aurons 

x" — x' i 

1 i ' 

j;.cos.(p'5=/_; 

Â, =y' . sin.(p. 

Enfin, rapportons les coordonnées æ" et au grand axe, et sup- 
posons que <5r soit la longitude du perihelie comptée de la ligne 
des nœuds j nous aurons en nommant x" et^* les nouvelles coor- 
données , 

' a:* = a;".cos.'n‘4“y «sin, «arj 

J*= r".cos.<sr' — a;" . sin. <îsri 

Ces diverses équations donnent 

-^^cos^cp — ^x.lcGS.^zsr.cos.^.cos.^p—sîn.^. sin.fi} 

• {cos. ‘zr , sin. 0 . cos. ç + sin. ^ .cos. fi) } 

. cos. <p . (cos. ‘zar , cos. 9 — sin . <z«r * sin. fi\'^s. (p } 

. {cos. <zir . sin.fi-^- sin.^.cos.fi^cosr^?^» 

On aura donc ainsi les valeurs de ' x" et y’ relatives à l’ent^ 
de la comète dans la sphère d’activité de la planète. On anref; ^ 



SECONDE PARTIE, LIVRE IX. 321 

pareillement, en diffërentiant ces équations, les valeurs de ^ 

dy" * 

et de ~ 3 t> relatives à cette entrée. 

Les équations précédentes donnent encore 

= i" . {cos. ^ . cos. 0 — sin. ^ . sin. 0 . cos. cp ) 

— y'.{8in. 'zr.cos.0 + cos.^.sin.0.cos.(p} 5 
=:j'*.{cos.^.cos. 0.cos.(p — sin.^.sin.0} ^ (5^ 

+ :i:'\{sin.^.cos.0.cos.(p + cos.^.sin. 0} ; 

X, —y'I . cos. ^ .sin» (p + x\ sin. -?<r . sin. (p. 

Si l'm>dé8igne par J., P, etc. les valeurs de a; ,y ,a:'',etc. 
à l’entrée dévala comète dans la sphère d’activité de la planète 
et si l’on désrgTle par les mêmes lettres surmontées de deux pa- 
renthèses, les mêmes quantités à sa sortie) on aura évidemment 


X 


: X 




dx" 

^dT 


dx' 


1-L — ^ 

dt dt * 


Au moyen de^jces équations , on aura d’abord les valeurs de 

fonctions des valeurs de a;, , y-, , Zt , 

dxx dvi \ 1, 1 

'dt^ cPactivifé, et l'on en con- 

dura, par les équations (S) et leurs différentielles, les valeurs 
de X, , y,, Z, , 4 la sortie, en fonctions de leurs 

^ valeurs à l’ent ^. E n ajoutant ensuite à ces valeurs les valeurs 
de x', y correspondantes à la sortie; on aura 
lesvfeJ^irfK correspondantes à» x, y, z, et parconsé- 

on aura, au moyen des formules des n®* i8 et 19 du 
^cond livre, les nouveaux éléraensde l’orbite de la comète. Pour 
avoir les valeurs de a', y', z', et de leurs différentielles, au sortir 
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de la sphère d’activité; il faut connaître le temps que la comète 
emploie à traverser cette sphère , et cela est facile par les for- 
mules du mouvement elliptique exposées dans le troisième cha- 
pitre du second livre. 

12. Dans le cas oùles variations «fx, «ly, sont tres-petites, 
comme cela a eu lieu par rapport au mouvement de la comète 
de 1770, troublé par la terre -, il sera beaucoup plus simple de 
calculer les altérations des élcmens de l’orbite, par les formules 
du chapitre précédent. Considérons la plus importante de ces va- 
riations, celle du moyen mouvement de la comète. On a par 
ce qui précède. 


3an , d/î = 3a/i . m' . 


{x'dx + y'dy 4 * 2 >'dz) 




Dans l’intervalle de temps pendant lequel l’actio^ / üe la terre est 
sensible , on peut considérer les mouvemens de la planète et de 
la comète , comme rectilignes. Soit donc 


X = A + cLt ) f := B Ci -, Z ^ C + yt } 

x' = A'+a/t’, y:=B' + C'f, z'z=: C' + y'i-, 

on aura , en n’ayant égard qu’au terme divisé par le seul qui 
puisse être sensible à cause de la petitesse de /, 

J Zanm! . ( /^4- ^0 • . 

an — . — i 

équation dans laquelle on doit observer que l’on a 


Fz^CA' — A).<z^iB' — B).C‘\-{C-^C),y‘, 

— a).oi.-f-(€^ — C ) - C -\-(^y 
{A'—Ay+i B' — .B )• -y ( c' — cyj_^ ^ 

N==iA'^A) (/-y); 


Ou aura ainsi 


/u s= — « .an . f -7 


z)dz] 
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L’inlégrale doit être prise pour tout le temps durant lequel l’ac- 
tioa de la planète sur la comète est sensible. Avant et après, la 
distance 4 - 1 ' de la comète à la planète, est con- 

sidérable, et rend insensibles les élémens de l’intégrale précédente, 
ensorte qu’elle peut être prise depuis / = — oo jusqu’à ^==^00, 
ce qui donno 

rs ^ m\na.{FL-^H N] 


Si l’on nomme f' la plus courte distance de la comète à la pla- 
nète , on aura 


partant 


f\L=:=:ML^N^y 
6m' ■ nq . ( UN — F L ) 


On peut observer ici que L est la vitesse relative de la comète. 

i 5 . Appliquons ces divers résultats au mouvement de la pre- 
mière comète de 1770, troublée par l’action de la terre et de 
Jupiter. Les astronomes ont fait un grand nombre de tentatives 
infructueuses pour assujétir son mouvement observé aux lois du 
mouvement parabolique. Enfin l.exel a reconnu qu’elle décri- 
vait une ellipse dans laquelle la durée de la révolution n’était pas 
de cinq ans et deux tiers : il a représenté par ce moyen toutes 
les observations de la comète. Un résultat aussi singulier ne de- 
vait être admis qu’a près les preuves les plus incontestables, et 
pour les acquérir, l’Institut national a proposé pour sujet d’un 
prix, la théorie de cette comète, fondée sur une nouvelle dis- 
cussion des observations et des positions des étoiles auxquelles 
cet astre a été comparé. C’est ce que Burkart a fait avec le plus 
grand soin , dans sa j^ce qui a remporté le prix , et ses recherches 
font conduit i^refe^^u-près au résultat de Lexel, sur lequel il 
ne doit ma^y^^ant rester aucun doute. Une comète dont la ré- 
voliitiofij^^aussi prompte devrait souvent reparaître 5 cependant 
ell^p^rf^int été observée avant 1770 : on ne l’a point revue depuis. 
B^r expliquer ce phénomène, Lexel a remarqué qu’en 1767 et 
1779, cette comète a fort approché de Jupiter dont la grande 
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action a pu changer la distance périhélie de la comète de ma- 
nière à la rendre visible en 1770, d’invisible qu’elle était au- 
paravant, et à la rendre ensuite invisible depuis 1779. Mais 
pour admettre cette explication, il faut être assuré que les mêmes 
élémens de l’orbite de la comète en 1770, qui satisfont à la pre- 
mière condition, remplissent également la seconde^ ou du moins 
qu’il suffit de supposer dans ces élémens , des altérations très-lé- 
gères, comprises dans les limites de celles que l’attraction des 
planètes a pu produire dans l’intervalle de 1767 à 1779. Burkart 
a bien voulu, à ma prière, appliquer à cet objet les formules 
précédentes , pour calculer Teffet de l’action de Jupiter sur la 
comète en 1767-, il a supposé à son orbite, au moment de sa 
sortie de la sphère d'activité de Jupiter, les élémens suivans. 


temps du passage au perihelie en 1770. . . i 4 “''“^,o 348 , 
le jour commentant à' minuit. ^ 

Lieu du nœud ascendant sur l’écliptique en 1770. . i46%5327 

inclinaison de l’orbite i%7377 

lieu de perihelie en 1770 5 g 5%8525 

rapport de l’excentricité au demi-grand axe o®, 7856 o 4 

durée de la révolution sjdérale 2050^,095 

Il a fixé ensuite la sortie de la comète, de la sphère d'attrac- 


tion de Jupiter, au 9 mai 1767, à midi. En partant de ces don- 
nées, et prenant pour axe des 2; le rayon vecteur de Jupiter à 
cette époque •, pour unité de distance , la moyenne distance de 
la terre au soleil, et un jour pour l’élément (/f du temps j il a 


trouvé à la sortie de la sphère d’activité 

0:»=; 0,086953 J y,=--o, 3 i 4474 <^? ~~ 0,0271989 j 

=—0,001286; dy^— o,oo 36553 ; ^/z» = — 0,00004^12; 

Ces résultats ont donné les élémens suivans de l’orbite relati^^e 
de la comète autour de Jupiter, 

nœud ascendant sur l’orbite de Jupiter v^ 3 i 3 % 6573 ; 

inclinaison 'n 77 % 7 i 85 ; 

demi-grand axe — o,oî::^;i^2 ; 

rapport de l’excentricité au demi-grand axe i,8625î^l 

lieu du perijove q48%652ï.*^^ 

entrée dans la sphère d’attraction de Jupiter. . . . i 8 i«", 358 . 
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De là on a conclu les valeurs de , JK, , a;, z, et de leurs 

différences à Tentrée dans la sphère d’attraction, et Ton a trouvé 

X, — — 0,106206; Jj=o,ioh 75 ; z» = — 0,181074*, 

= — 0,00169912; ^4=^0,00122295; dzi = — ^o,oo 526 o 65 ; 
ce qui donne à l’entrée, 

2;=: 5,263124 s ^ — — 0,696215; Z 0,181074; 

r/o: = — 0,002949 ; o,oo 8356 ; o,oo326o65. 

Au moyen de ces valeurs, on a déterminé l’ellipse que décrivait 
la comète avant son entrée dans la sphère d’attraction, et l’on 
a trouvé son demi-grand axe égal à 13,295; et le rapport de 
l’excentricité au demi-grand axe égal à 0,61772. La distance pé- 
rihélie est ainsi , 5,0826. A cette distance , la cotnète est invi- 
sible pour nodï^i et elle a disparu long-temps avant que de l’at- 
teindre. 

Pour déterminer l’effet de l’action de Jupiter sur la comète , 
en 1779, Burkart a supposé à son orbite, au moment de son 
entrée dans la sphère d’attraction, les élémens suivans : 

temps du passage au perihelie en 1770. . . i4^^^S026i 

lieu du nœud ascendant sur l’écliptique en 1770. . . . i46%5722 


inclinaison à l’écliptique i%75o5 

lieu du perihelie en 1770 

rapport de l’excentricité au demi-grand axe. . . .0,785474 
durée de la révolution sydérale 2042^,682. 


Ces élémens diffèrent très-peu des précédens; leurs différences 
sont dans les limites des variations qui peuvent être dues à l’at- 
traction des planètes, et l’action seule de la terre a suffi pour 
0 en produire un^^^M^ie considérable. On a supposé l’entrée de la 
comète dan^a sphère d’activité de Jupiter, le 20 juin 1779^ à 
midi*^ et/?n prenant pour axe des x le rayon vecteur de Jupiter 
à ceJLI;^poquc , on a trouvé 

x^ = 0,066007 ; fl— 0,227497 ; . ^4 = — 0,0095839; 

dx,:=: — o,ooi3i9; dz^^ 0,00004690. 

Mjécan, cèl. Tome IV, F f 
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Ces valeurs ont donné les élémens suivans de l’orbite relative de 
la comète autour de Jupiter : 

nœud ascendant sur Torbite de Jupiter ; 

inclinaison . 3 o% 6 o 56 ; 

demi-grand axe — o, 02 o 5 o 86 ^ 

rapport dePexcentricité au demi-grand axe . . 1,20586 ; 

lieu du perijove 36 % 34 o 7 j 

sortie de la sphère d’activité de Jupiter. . . . : 

De là on a conclu les valeurs suivantes de x, y y Zy et deleura 
différentielles, au moment de la sortie. 


= 5,617747 y y ~ 0,729731 ^ ^==^>,1072202 ; 

dx = 0,00266133 j dy — 0,00692084 \ dz — 0,00177469, 

Au moyen de ces valeurs, on a déterminé l’ellipse que la comète 
a décrite autour du soleil , au sortir de la sphère d’activité de Ju- 
piter, et l’on a trouvé son demi-grand axe égal à 6 , 588 , et le 
rapport de l’excentricité au demi-grand axe égal à 0,47797 , ce 
qui donne la distance périhélie égale à 5 , 5546 . Avec une pareille 
distance périhélie , la comète sera toujours invisible. On voit 
donc que l’attraction de Jupiter a pu rendre cet astre visible en 
1770, d’invisible qu’il était auparavant, et le rendre ensuite in- 
visible depuis 1779^ et l’on conçoit qu’une infinité d’autres varia- 
tions dans les élémens, que l’action des planètes a pu produire , 
donnent des résultats semblables. Il me paraît donc que c’est à 
l’action de Jupiter, qu’il faut attribuer le double phénomène que 
nous nous sommes proposés d’expliquer. 

De toutes les comètes que nous connaissg^jTs^ cette comète est 
celle qui a le plus approché de la terre : elle a d \ en éprouver 
une action sensible. Déterminons par les formuleÿ'Tlp n® pré- 
cédent, l’altération que cette action a produite dans la Ml^ée de 
sa révolution sydérale. En adoptant les derniers élémens 
nous avons donnés de cette comète; en fixant l’origine du tempsi^'^'N 
au 2i«‘W«i,o567, ce qui est à-peu-près le moment de la plus grande 
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proximité de la comète à la terre; enfin, en prenant un jour pour 
unité de temps, on a, en prenant pour l’axe des x, le rajon vecteur 
de la terre , à l’origine du temps /, 


0,0146097 ; 


= 0 ; 

2^' = o ; 

C — 

A = 0,004890 ; 

B = o,oo 5 i 249 ; 

C — 

a' = 0,000 i 5 o; 

6' = 0,0169135 ; 

/= 

ot =0,01 21 53 ; 

ê =: 0,01861 14 ; 

y 

Ces valeurs donnent 




■1^ = — O.OÛ002852I ; — 0,0002 i 48 o 5 ; L = 0,000 184287; 

Mz=z 0,000247121; iV= — 0,000025265; 

d’où l’on tire 


hi 


'n — *^ 4 . 79 ^ ^rn'.a. 

Le demi - grand axe a' de l’orbe terrestre étant pris pour unik», 
on a ;7=a; de plus, -7;=--; on aura donc 




= 104,791 . /n' . 


ni 


Si l’on nomme T la durée de la révolution de la comète, et 
cTT sa variation correspondante à «T/z; on aura 


^2T= 4oo<^ = ( /I + cT/i ).( T+ cPT) ^ 


d’où l’on tire 


cTn 

/I 


rr 

T* 


jLn nommant 2’' Ig^ yîiurée de l’année sjdérale, on a 


partiel 


/Tss— 104,791 .VIL. . T, 


Ffa 
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En supposant, comme dans le livre VI , 

^ ~~ 329630 ’ 

et faisant Tssrao/fa'jôSa, on trouve 

<fT= --3^,046, 

c'est la quantité dont l’action de la terre a diminué la durée de 
la révolution de la comète; 
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CHAPITRE III. 


De Vaction des Comètes sur les Planètes , et de 
leurs masses. 


Les comètes éprouvant, par l’action des planètes, de grandes 
perturbations j elles doivent réagir sur ces corps, et troubler leurs 
mouvemens. On peut déterminer par les formules des deux cha- 
pitres jirécédens, les altérations des élémens des orbes planétaires, 
dues à l’action des comètes. Heureusement cette action est 
insensible , et^attraction mutuelle des planètes suffit jusqu’à 
présent, pour expliquer toutes les inégalités du mouvement des 
planètes et de leurs satellites. I-.es obserrations sont représentées 
par ce moyen avec une telle précision , que l’on ne peut se re- 
fuser à reconnaître que les masses des comètes sont d’une pe- 
titesse excessive. De toutes les comètes observées , celle (jui pa- 
raît avoir le plus approché de la terre, est la première comète 
de 1770. On a vu dans le chapitre précédent, (jue Taclion de 
la terre sur elle a diminué de 2^046, sa révolution sydérale 
or on a par le n® 65 du second livre , 





et parconséquent , 




Sn' m , Vy 

n hi 


ni . \/ a 

jl' * 

En substituant^^-) 

\/^ et pour 

le n®/ précédent , i 

a 

o4,79i,wj'.-i; on 
n* 

aura 




d’ou l’on (ire 


Su' 


7- = — 104,791 .IH) 


cr 7 " = 104,791 .111. T. 
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Si Ton suppose la masse jn de la comète , égale à la masse in' de 
la terre , on trouve pour l’augmentation de Tannée sjdérale, 

— 0^,11613. 

Nous sommes bien certains par toutes les observations, et surtout 
par les nombreuses comparaisons des observations deMaskeline, 
que Delambre vient de faire pour construire ses tables du soleil , 
que la comète de 1770 n’a pas altéré de 2", 8^ Tannée sjdérale; 
ainsi nous pouvons être sûrs que sa masse n’est pas de celle 
de la terre. 

Il résulte des calculs du chapitre précédent, que cette comète a 
traversé le système entier des satellites de Jupiter \ et cependant 
elle ne paraît pas y avoir causé la plus légère altération. 

Non-seulement les comètes ne troublent point sensi 4 Iement 
par leurs attractions, les mouvemens des planètes et des satellites; 
mais si dans Timmensité des siècles écoulés, qiielf ^Ss-unes d’elles 
ont rencontré ces corps, comme cela est très-vraisemblable , il 
ne paraît pas que leur choc ait eu sur ces mouvemens une grande 
influence. II est difficile de ne pas admettre que les orbes des pla- 
nètes et des satellites ont été presque circulaires dès leur origine, 
et que leur petite ellipticité , ainsi que la commune direction des 
mouvemens d’occident en orient, dépendent des circonstances pri- 
mitives du système planétaire. L’action des comètes et leur choc n’ont 
point changé ces phénomènes ; et cependant si Tune de celles qui 
ont rencontré la lune ou un satellite de Jupiter, eût eu une masse 
égale à celle de la lune, il n’est pas douteux qu’elle eût pu rendre 
leurs orbes très-excentriques. L’astronomie nous offre encore deux 
autres phénomènes très- remarquables , qui paraissent dater de 
l’origine du système planétaire, et qu’un choc assez peu consi- 
dérable aurait fait disparaître; je veux parler de légalité des mou- 
vemens de rotation de la lune, et de la libration des trois pre- 
miers satellites de Jupiter. Il est aisé de voir par les formules 
exposées dans le cinquième livre et dans le préc^eiïl,, que le choc 
d’une comète dont la masse ne serait qu’un millième'^ celle de 
la lune , suffirait pour donner des valeurs très-sensibles à la libra- 
tion réelle de la lune , et à celle des satellites. Nous devons don<j 
être rassurés sur l’influence des comètes, et les astronomes n’ont 
aucune raison de craindre qu’elle puisse nuire à Texactitude des 
tables astronomiques, ' 
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LIVRE X. 


Sur dii^ers points relatifs au système du monde. 


Uans le plan que j’ai donné de cet Ouvrage, j’ai annoncé 
Texamen de diverses questions qui ont rapport au système du 
monde. Ce livre est destiné à remplir cet objet après lequel il 
ne me restera plus qu’à présenter dans une notice historique , 
renchaîAement des déçouvertes qui ont élevé la phjisique céleste 
à la hauteur o^X^lle est maintenant parvenue. 


CHAPITRE PREMIER. 


Des réfractions astronomiques^ 


I. JLjE mouvement de la lumière, dans les milieux qu’elle tra- 
verse, et surtout dans notre atmosphère, est un des points les 
plus importans de Tastronomie, soit par sa théorie, soit par son 
influence dans toutes les observations astronomiques, Noiisn’ap- 
percevons les astres qu’à travers un milieu transparent qui, en 
infléchissant leurs rayons , change leur position apparente et nous 
les montre dans un lieu diflérent de celui qu’ils occupent ) il im- 
porte donc de cpnnaîite les lois de cette inflexion, pour avoir la 
situation réche de ces corps. 

E^ation différentielle du mouvement de la lumière. 

Considérons la trajectoire décrite par un rayon de lumière qui 
traverse l’atmospjièrc, et supposons toutes les couches de l’at- 
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iiiospliere , sphériques et de densités variables suivant une fonc- 
tion de leur hauteur. Concevons encore que le rajon parte de Tocil 
de Pobservateur pour retourner à l’astre. Il décrira visiblement 
la même courbe qu’il a décrite en venant de Tastre à l’obser- 
vateur. Nommons r le rajon mené du centre de la terre à un 
point quelconque de cette trajectoire ; v l’angle que ce rajon forme 
avec la verticale de l’observateur, ou avec le rajon mené du 
centre de la terre supposée sphérique, à l'observateur. Il est vi- 
sible que la force qui écarte le rajon de lumière de sa direction , 
est dirigée vers le centre de la couche, ou de la terre \ puisqu’il 
n’j a pas de raison pour qu’elle s’en éloigne d’un coté plutôt 
que de l’autre. Nommons (p cette force que nous considérerons 
comme une fonction de r. L’équation (3) du n" 2 du second 
livre donner^ 

' g ' ;■«" 


ç* étant une constante ajoutée à l’intégrale 2 .f<fdr. De plus, si 
l’on nommer// l’élément du temps-, on a par le même n", 

= cdt. 


Soit 9 l’angle que la tangente à la courbe fait avec la verticale 
de l’observateur , et v’ l’angle que cette même tangente fait avec 
le rayon rj on aura 


é , r. dv 

tang.a.=-^ 




ü.fy.dr 


d’où il est facile de conclure 


dd 



■:-9dr 


i.fçdr).^/^ q>—^-.2.fydr 


( 2 )- 


D’angle 9 à l’origine de la courbe , est le complément de la hau- 
teur apparente de l’astre. A l’autre extrémité, il exprime le com- 
plément 
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plëraentde sa hauteur vraie. A la rigueur, le complément de 
cette dernière hauteur est l’angle formé par la verticale de l’ob- 
servateur , et par une droite menée de l’astre à l’observateur. Mais 
vu le peu de hauteur de l’almosphèrc , et la petitesse des réfrac- 
tions astronomiques, cette droite peut être censée se confondre 
avec la tangente menée à la courbe décrite par le rayon de lu- 
mière , au point où il entre dans l’atmosphère : la diflérence est 
insensible, même pour la lune. Il suit de là que l’intégrale de 
l’expression de r/ô, prise depuis l’origine de la courbe jusqu’à sou 
autre extrémité , est la réfraction de l’astre. Mais pour avoir cette 
intégrale , il faut déterminer les valeurs des constantes c et q , 
et la fonction ç. 

La (jpnstante c se déterminera facilement, en observant que 
si l’on nomme a le rayon mené du centre de la Ærre à l’obser- 
vateur, et si }Vsii fait commencer l’intégrale /(pf//’ à l'origine de 
la courbe; enfin, si l’on nomme © la valeur de 9 à ce même 
point, ou, ce qui revient au même, la distance apparente de 
l’astre au zénith; on a par ce qui précède. 


d’où l’on tire 


tang. 0= 



y 


c 

a ' 


: Ç . sill.©« 


2 . La valeur de ç dépend de l’intégrale fydvy et parcoiisé- 
quent, de la nature de cp. Pour déterminer cette fonction, con- 
sidérons un rayon de lumière qui doit pénétrer dans un corps 
transparent terminé par des surfaces planes. La molécule de lu- 
mière , avant son eiy^rée dans le corps , est attirée perpendicu- 
lairement à la surface plane par laquelle elle doit y pénétrer. Fn 
effet , l’action des corps sur la lumière n’étant sensible qil’à de 
très-petites distances, les parties du corps un peu éloignées de la 
molécule de lumière n’ont point d’action sensible sur elle, et l’on 
peut, dans le calcul de l’action des corps, le considérer comme 
un solide infini terminé par une surface plane indéfinie dans tous 
Mjêcan. c^l. Tome IV. G g 
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les sens. Dans cette hypothèse, il est visible que l’action du corps 

sur la molécule de lumière est perpendiculaire à sa surface. 

Considérons d’abord cette molécule avant son entrée dans le 
corps. Soit s la distance de la molécule de lumière à une couche 
infiniment mince du corps, parallèle à sa surface. Soit pds.n(s), 
l’action que cette couche exerce sur la molécule, prêtant la den- 
sité du corps, et r/s étant l’épaisseur de la couche. Si l’on nomme/, 
la valeur de s relative à la surface extérieure; il faudra, pour 
avoir l’action totale du corps sur la molécule de lumière, inté- 
grer depuis s—s' jusqu’à 5=co. Soit n,(/), l’inté- 

grale y'r/sM(s) prise dans ces limites. 

Maintenant, si l’on nomme x et / les coordonnées orthogo- 
nales de la molécule de lumière, a: étant parallèle à la^ surface 
du corps, etVlans le plan formé par la verticale à cette surface^ 
et par la direction du rayon lumineux ; on aurS"* 



'IF 


= — p.n.(i'); 


dt étant l’élément du temps, supposé constant. On a donc, en 
multipliant la première de ces équations par dx , la seconde 
par ds' y et en intégrant leur somme, 

= constante — 2 . fpds', n,(/). 


Pour déterminer la constante, nommons /iC l’intégral eyî//. FI, (/), 
prise depuis / = o jusqu’à /=oo; nommons encore la vitesse 
de la lumière , à une distance sensible du corps. A cette dis- 
tance, Jds , U ys') est égal à K , pareeque l’action du corps sur 
la lumière n’est sensible qu’à de très-petites distances; on a donc: 

= constante — 2pK ; 

et paveonséquent 

constante = tz* + 2pK y 
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d’où l’on tire 


+ di 


:n^ + 2pK — 2 p \/Js\ U, (s). 


Ainsi, à Tentrée de la lumière dans le corps, où s' est nul et 
où Tintégrale commence , le carré de la vitesse de la lumière 
est n'^2pK. 

Pour avoir la valeur du carré de celte vitesse, lorsque la lu- 
mière a pénétré dans le corps, de la quantité nous obser- 
verons que s' étant la distance de la molécule , à la surface du 
corps , elle est attirée vers cette surface par une couche de l’épais^ 
seur s'f mais cette attraction est détruite par PattraclioH d’une 
couche^ inférieure de la même épaisseur^ ensorte que la molé- 
cule n’est sollicitée à se mouvoir que par l’attracti»n des couches 
inférieures à c^e-ci j elle est donc sollicitée de la même manière 
que lorsqu’elle était au-dehors, et à la distance s' de la surface 
du corps ; ainsi l’attraction que le corps exerce sur elle est égale 
à /D.n,(y). Mais ici, cette attraction tend à augmenter s', en nom- 
mant donc X et s' les deux coordonnées de la molécule, on aura 

ddx 


d*où l’on tire 


r/J/ 

dt'^ 




= constante + 2p ,fds\ O, (/). 


La constante est évidemment le carré de la vitesse de la molé- 
cule, au point où elle pénétre dans le corps, et nous venons de 
voir que ce carré est égal à déterminer la valeur 

de rintégraley^V/,n/(/J, lorsque la molécule a sensiblement pé- 
nétré dans le corps, on doit observer qu’elle est à très-peu-pres 
égale à cette valeur prise depuis ^';=o jusqu’à ^' = 00, et par- 
consequent égale à on a donc, lorsque la molécule a sensi- 
blement pénétré dans le corps , 


d.e 4 - <//* 
dt^ 




Gg 2 



236 MECANIQUE CELESTE, 

Nommons 0 l’angle d’incidence que la direction du rajon de lu- 
mière fait avec la perpendiculaire à la surface, avant son en- 
trée dans le corps , et lorsqu’il en est encore sensiblement éloi- 
gné j on aura 


Nommons 0' l’angle de réfraction que ce rajon forme avec la 
perpendiculaire à la surface , lorsqu’il a pénétré sensiblement 
dans le corps ^ on aura 


sin. 0' = 


dx 


dr 


dx^ -|- ds'^ 


ndt 


i/: 


+ 


4 ^ 


Les valeurs sont les memes dans ces deux cas, puisque l’on 

a constamment = on a donc 


siu.0' = 



(a) 


c’est-à-dire, que le sinus d’incidence est au sinus de réfraclîon, 
en raison constante, et cette raison est celle de la vitesse de la 
lumière après avoir sensiblement pénétré dans le corps , à sa vi- 
tesse avant que d’j pénétrer, et lorsqu’il en est encore à une dis- 
tance sensible. 

La quantité /\pK est l’accroissement du carré de la vitesse de 
la lumière, lorsqu’elle a éprouvé toute l’action du corps trans- 
parent. Cette quantité n’est pas la même dans les divers corps 
diaphanes : elle ne suit pas la raison de leurs densités. Tl est 
possible que la fonction de la distance, qui exprime leur action 
sur la lumière , soit différente pour chacun d^eux : il se peut qu’elle 
soit la même, et qu’elle ne diffère dans les divers corps , que par 
le produit de leur densité multipliée par un coefficient constant 
différent suivant leur nature. Dans ces deux suppositions , Taction 
lotaledescorps sur la lumière sera la même ; et comme dans le calcul 
on n’a besoin que du résultat total de cette action, on peut employer 
la seconde supposition , comme la plus simple. Le coefficient con* 
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fantclont je viens de parler, peut représenter l'intensité respective 
de Taction des corps sur la lumière, ôu leur pouvoir réfringent. 

Ce coeflicient est proportionnel à ^ ; ainsi l'on peut représenter 

par cette dernière quantité, le pouvoir réfringent des corps. Si l’on 
nomme i le» rapport du sinus dlncidcnce au sinus de réfraction , 
on aura par ce qui précède, 

4/\ _ /"— 1 , 


ou aura donc par cette formule, les rapports des pouvoirs réfrin- 
gens des diverses substances de la nature, 

Les*rayons de diverses couleurs étant difFércmme^it réfrangibles, 
il faut, ou o^je leurs vitesses ne soient pas les mêmes, ou que 
riiitensité de l’action des corps soit dilférente sur chacun de ces 
rayons. I.a différence des vitesses ne peut pas expliquer seule 
tous les phénomènes de la réfrangibilité des rayons; car alors, la 
différence des réfractions des rayons extrêmes, c’est-à-dire, la dis- 
persion de la lumière , serait la même pour tous les corps qui ré- 
fracteraient également les rayons ipoyens, ce qui est contraire 
à l’expérience. 

Considérons présentement le rayon en mouvement dans l’inté- 
rieur du corps , et lorsqu’il est sur le point d’en sortir par une 
surface plane inclinée de l’angle g à la surface d’entrée. Soit 
/ sa distance à cette surface, et nonunons .z labscisse parallèle 
à la même surface 3 ou aura 



d’ou l’on tire 


clt^ 


p.n,(0 5 


ch'^ 


constante H- 2p , fds , 17 , {d) ; 


l’intégrale étaçt prise depuis /=;o. Lorsque a une valeur srn- 
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sible, cette intégrale est égale à aAp, et l’on a 

n . . sin. (9' + 0 i 

I 4 -^ . P . cos. (9 + «) ; 

parlant , 

constante = «“ . • P^ • cos*. (9' 4* *) ”■ > 

ce qui donne 

~=ra* Yi 4-^.p') . cos*. (9' 4-0 — 2 Ap 4 - 2 p-y<A'. n.(«'). 

Cette valeur de ^ deviendra nulle avant que l^rayon ait at- 
teint la surface de sortie , toutes les fois que ^i4-'^ p)-cos*.(64-0 
sera moindre que ^.p. Dans ce cas, il est visible que la valeur 
(le restera toujours la même , et (lue le rajon décrira en s eloi- 

gnant de la surface de sortie, une branche de courbe entièrement 
semblable à celle qu’il décrit en s’en approchant, le sommet de 

la courbe entière étant au p<9int où est nul. L’action des corps 

sur la lumière n’étant sensible qu’à de très-petites distances j la 
partie sensiblement courbé de cette trajectoire peut etre regar- 
dée comme un point, et les deux branches de la courbe comme 
deux droites qui se réunissent à ce point, ensorte que le rajon 
paraît se réfléchir de la surface de sortie, en formant 1 angle de 
réflexion égal à l’angle d’incidence. La limite de cette reflexion 
a lieu , lorsque le sinus de l’angle d’incidence 6 + e , sur la sur- 
face de sortie, est égal à 



et cette réflexion a toujours lieu , lorsque le sinus de l’angle d inci- 
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flence surpasse cette quantité; mais lorsqu’il est plus petit, le 
rayon sort du corps , et il est facile de voir qu’à la distance / 
de la surface de sortie , on a 


ch^ 


tt*.^i+^.pycos*.(9' + «) — a/iCp — n.(s')-, 


l’intégrale étant prise depuis ^'= 0 . A une distance sensible 
on a yî/6'.n,(A') = K ; partant , 


IF 


(i + ~r- p) •cos*.(Ô'+e) — 4A:p; 


ds‘ 


-j~ deviendra donc nul , toutes les fois.que l’on aura 


sin.(â'4-«) > 




Dans ce cas, le rayon paraîtra encore se réfléchir de la surface, 
en formant l’angle de réflexion , égal à l’angle d’incidence. Ainsi , 

depuis sin.(ô'-J-6) = — ^ ■ ^ jusqu’à sin . ^ 

|/*+^.p K ■+^--p 

le rayon paraîtra encore sc réfléchir de la surface , mais apres 

. . 

jusqu’à sin. (0' + e) = i , le rayon paraîlra se réfléchir de la sur- 
face, mais il 11 c l’atteindra pas. Lorsque sin. (ô' + e) est moindre 

== ; le rayon sortira du corps sans réfléchir. On 


être sorti du corps diaphane; et depuis sin.(6' + f): 


que 


aura alors à une distance sensible du corps , 


=»■•(■ +ç-p) • (i'+‘) 

ÿ;=n‘ . .co.-.(6'+<)-4Arf ; 
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ce qui donne le carré de la vitesse de la lumière, égal 
parconséquent le même qu’avait l’entrée du rayon dans le corps. 
Après la sortie et à une distance sensible , si l’on nomme 6" l’angle 
que la direction du rayon fait avec la perpendiculaire à la surface 
de sortie, on aura 


sin.ô": 


dx 




partant , 

= 1 +^. P . sin.(9'-f-0* 


Concevons la surface de sortie, contiguë à la surface d’un second 
corps opaque ou diaphàne, et dont nous représenlerons par 
(.s*') , l’action de la lumière à la distance f/ étant sa 
densité j ou aura, tant que le rajon sera dans le premier corps , 

J 


ce qui donne 

— — aA';> f 2A"|» f •if.fds'.n.^s') — ùf .fcb' 

/t'étant l’intégrale (/) prise depuis i'=o jusqu’à /=co. 

Dans ce cas, le rayon paraît se rélléchir à la surface commune 
des deux corps , sans pénétrer dans le second , toutes les fols (jue 
le sinus d’incidence sin.(^'-(-Ê) est égal ou plus grand que 



Si le rayon sort du premier corps et pénètre dans le second-, 
il est aisé de voir qu’à la distance s' de la surface, on aura 


A une distance sensible, on a 

^ s=n*.^i • cos*.(6'+€)--4^ • P P' 5 

le 
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le rajon se réfléchira donc tontes les fois que sin.(S'-f6) sera 


égal ou plus grand que 


v/; 


^ /i" ^ 


ce qui suppose K' p' 


moindre que/Cp. Lorsque 8in.(6'+£) sera compris entre cette limite 


et celle-ci 




, a/C , aA' , 


. 4 ^ 


le rayon continuera de se ré- 


fléchir en pénétrant dans le second corps. Lorsque sin.(6' + 6) 
surpassera cette dernière limite, le rayon continuera de se réfléchir , 
mais il cessera de pénétrer dans le second corps. Si ce dernier corps, 
par sa nature, absorbe la lumière, le rayon ne pourra être réflé- 
chi que de cette seconde manière; et alors l'observation de la 
limite à laquelle il cesse de se réfléchir, déterminera la valeur de 
et parconséquent le pouvoir réfractif du second corps. On 
pourra donc ainsi déterminer par l'expérience, le pouvoir réfractif 
des corps même opaques. 


Lorsqu’un rayon de lumière traverse différens milieux , terminés 
par des surfaces planes et parallèles; il est facile de voir par l'analyse 
précédente, i®.quc le carré de sa vitesse perpendiculaire à la sur- 
face dans le premier milieu, est augmenté d'une quantité Q dé- 
pendante de l'action de ce milieu sur la lumière ; a®, qu'après être 
sorti du premier milieu, et après avoir sensiblement pénétré dans 
le second, le carré de cette vitesse s’accroît de la différence Q' — Q, 
des actions du second et du premier milieu, et ainsi de suite ; 
d'où il résulte que pour un nombre / + i de milieux, l’accrois- 
sement de ce carré est et parconséquent il est le même que 

si la lumière avait pénétré immédiatement dans le dernier mi- 
lieu ; et comme le carré de la vitesse horizontale ou parallèle 

aux surfaces, reste toujours la même, on voit que dans ces di- 

vers milieux , la vitesse de la lumière est la même que si elle eût 
pénéiré immédiatement dans chacun d’eux : sa direction est pa- 
rallèlfe à celle qu’elle eût eue dans ce dernier cas. 

En général, quels que soient les milieux par lesquels la lumière 
arrive dans un corps, et quelle que soit l’inclinaison mutuelle de 
Mjécan. càt. Tome IV. Hli 
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leurs surfaces J la vitesse de la lumière dans ce corps est toujours 

la même. 

3. Nommons présentement p la densité d’une ^ couche de l’at- 
mosphère dont le rayon est r. Dans le calcul de l’action de cette 
couche sur la lumière, on peut la considérer comme étant plane, 
à cause du peu d'étendue de cette action, et de la grandeur 
du rayon terrestre. La densité d’une couche inférieure de la quan- 
tité ^ , est 


P — s 


dr^ 1,2 


H? 


etc. 


L’action de cette dernière couche sur un corpuscule placé à la 
distance r du centre de la terre, est 




1 .2 




L’action d’une couche supérieure de la quantité s , sur le même 
corpuscule, est 


n 




r/p 


‘ dr 




Èt 

dr^ 


+etc.J 


La différence de ces actions est 


Il faut multiplier cette différence par ds , et l’intégrer depuis 
5=0 jusqu’à s=oo , pour avoir la force totale avec laquelle l’at- 
mosphère détourne le corps lumineux vers le centre de la terre, 
ou la valeur de ç j or on a par ce qui précède , 

U,is)=:fds 

l’intégrale étant prise depuis jusqu’à s= oo. En prenant donc 
l’intégrale depuis ^=:o jusqu’à s:=s, on aura 

fds . n(^) = constante — H, ( 5 ) } 

d’où il est aisé de conclure 


fsds .U(s) — — s .n,(s)+ Jds 

La fonction est nulle lorsque elle est encore nulle> ^ 
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lorsque 5 est infini j car la fonction n,(^) est alors infiniment 
petite et infiniment moindre que j, puisque l’action des corps sur 

la lumière est insensible à de très-petites distances. On a donc , 
en prenant l’intégrale depuis « = o jusqu’à s—co, 

/sc/s.n(s)=/^/s.n,(s)=/ï:-, 

K étant ici la même chose que dans le n* 2 . Les termes 
g .yi V a’ . n (s) , etc. peuvent être négligés relative- 

ment à Jsds.nÇs'), à cause du peu d’étendue de l’action des corps 
sur la lumière. En effet, supposons, par exemple, que celle ac- 
tion soit représentée par c étant le nombre dont le loga- 

rithme hyperbolique est l’unité, i étant un très-grand nombre, ce 
qui rend c“" insensible à une très-petite distance. Les intégrales 

fsds.c-'‘ , ^.fs^ds.c~“ , deviennent L, etc.; d’où l’on voit que 

U's^ds.U(s), -j^-./s^ds-ïl^s) , sont insensibles relativement à 
fsds.ï\(s)-, et il est facile de voir que cela a lieu pour loiifeautre 
fonction qui rend l’action de la lumière, insensible à de très- 

petites distances. Il suit de là que (fsr: — et parconséquent 


f<pdr — :îK . {(p)--f)}; 


(p) étant la densité de la couche atmosphérique dont le rajon 
Lorsque r est infini , p est nul ^ et Péquation (i) du n* i donne 


T^dv~ 


edr 




mais on a d’ailleurs, ratant infini ,it on a dr\^n(ît\ 

on a donc . ; . r, 


J 

partant, 

/ 


n 


Hha 
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ce qui donne par le n” i # où l’on a vu que ^ = Ç' • sin. 0 ; 



a 



(p).8in.0j 


et l’équation ( 2 ) du même n° devient 








( 5 ) 


Cetfe équation suppose que les forces réfractives des couches de 
Tatmosplière sont proportionnelles aux densités de ces couches ; 
c’est ce qui résulte des expériences de Hauskbée. Cependant il 
est possible que cela ne soit pas rigoureusement e^ract, et il serait 
utile de faire sur cet objet un plus grand nombre d’expériences. 
Mais quel qu’en Soit le résultat, on peut toujours employer l’équa- 
tion précédente ^ en y supposant que p représente la force réfrac- 
tive de la couche de l’atmosphère , dont le rayon est r. Nous 
supposerons dans la suite, que cette force est proportionnelle à 
la densité de la couche, ce qui s’éloigne très-peu de la vérité. 


Intégration de VEquation différentielle du momement 

de la lumière. 


4 . Pour intégrer l’équation (3), il faudrait connaître p en fonc- 
tion de r, c’est-à-dire la loi suivant laquelle la densité des couches 
de l’atmosphère diminue à mesure que l’on s’élève au-dessus du ni- 
veau des mers. Les deux limites de cette loi sont une densité cons- 
tante, et une densité décroissante en progression géométrique, 
quand la hauteur croît en progression arithmétique, ce qui, comme 
on le verra dans la suite, suppose une température uniforme 
dans toute l’atmosphère. Considérons donc les rétractions, vdans 
ces deux cas extrêmes. 

La supposition d’une densité constante revient à ne faire va- 
rier P qu’infiniment près de la surface extérieure de l’atmosphère. 
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Soit donc à cette surface , et faisons 


» + 


4K.f 


t*=. 


réqiialion ( 3 ) du n* précédent deviendra 


= — 


dt 


ce qui donne y en intégrant^ 

cTô = ang. tang. T — ang. fang, T , 


2/f^ 


et parconséquent, 

r— r' 

tang. = 

OÙ Ton doit observer que «Tfl exprime la réfraction ^ ou ce qu’il 
faut ajouter à la valeur de 0, pour avoir la distance de l’astre 
au zénith, dépouillée de la réfraction. On doit observer encore 
que l’intégrale devant être prise depuis p = (p) Jusqu’à p = o. T'est 
la valeur de ^ à l’origine de la courbe où p=(p), et T est sa 
valeur à la fin , où p =: o , ce qui donne 


{a + lY 


' a " . sin®. 0 


r* = 


{a + iy 


{i+^(p)|.a".sin’.0 


— I. 


Pour conclure de ces formules, la réfraction horizontale, il faut j 
supposer sin.0s=i5 il faut de plus connaître les valeurs de l et 

de— .(p). Au niveau de la mer, à la température de la glace 

fondante, et la hauteur du baromètre étant o“^ve^y65 on a 

» 

/ = 7974'“i'‘^». . 


C’est la valeur qui résulte d’un grand nombre d’observations sur 
les fauteurs des montagnes, déterminées par le baromètre et com- 
narées à leurs hauteurs mesurées trigonométriquement. Un très- 
/^rand nombre d’observations sur les réfractions , a donné à la 
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même température, et à la même hauteur du baromètre. 




. (p) = 0,000294047 ; ou 




0,000295876 ^ 


on a ensuite 

a = 6566198 

Au moyen de ces valeurs, on trouve pour la réfraction hori- 
zontale , 

= 3979^5. 


Quoique les astronomes ne soient point d’accord entre eux sur 
la valeur de cette réfraction , cependant ils la trouvent tous beau- 
coup plus grarrde à cette pression et à cette température. Le milieu 
entre leurs résultats, donne 


cTfl = 65oo^ 


Ainsi l’hypothèse d’une densité uniforme est trop contraire aux 
observations sur la réfraction, pour pouvoir être admise. 

5. Considérons maintenant l’hypothèse d’une température uni- 
forme. Si l’on fait 


a 

r 


I 




•Trr-C/') 




l’équation (5) du n* 3 devient 


^ 9 = 


( 1 — 5)sin.0 
VP ) 


( 4 ) 


} • X/' (■— fp-)) + 

a étant très-petit , nous pouvons supposer sans erreur sensible î,e 
facteur i — a* à sa valeur moyenne comprise entre 
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ses deux valeurs extrêmes i et i — 2x-, nous le supposerons donc 
égal ai — cc. La température de l’atmosphère étant supposée uni- 
forme, si l’on nomme p la pression ou la force élastique de l’air 
correspondante à la densité p , et (/?) la pression correspondante 
à(p)j on aura, comme il résulte de l’expérience, 

p==(p)-(^r 

Si on nomme encore g la pesanteur correspondante à r, et (g) 
celle qui correspond à 011 aura à très-peu-près 

La diminution de la pression p y lorsque l’on s’élève d« l’élément dr, 
est visiblement égale à la petite colonne d’air f,dr y multipliée par 
sa pesanteur g*y on a donc 


et parconséquent 

d’où l’on tire en intégrant 






p = (p).cv ^ ’ 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. 
Désignons par l la hauteur d’une colonne d’air de la densité (p), 
et qui animée par la pesanteur (^), ferait équilibre a {j))\ on 
aura 

partant 

as 

y^iation (4) devient ainsi, en réduisant le radical en série > 
/par rapport aux puissances de ^ , 



3/(8 
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dôz= 


«a , “T • «. 

-J- . CW . c ‘ . sin. 0 


( 1 —fit) . {cos^, 0 — 0+ûJ.sin*.©} 


};( 5 ) 


et.j.sds.c ^.sin.0.| 

I^cos*. 0 -j- ^ .y . sin*. 0 — ait . 1 

(- 


(i — fit) .{cos*.0— 

(.-c-î) 

^ q- 2 ,y.sin*. 0 j 

[l 


etc, 


le premier terme de cette expression diff(5rentielle est beaucoup 
plus grand que les autres qui sont presque insensibles : nous 
allons d’abord l’intégrer. Pour cela, nous ferons 


.î = ^ + A 


sin*. 0 ^ 


et nous aurons par le n” ai du second livre. 



/.5iu*.0 




- i 


1 -a.^sin*. © 


d. 






1,2.3.. .f,/.9in*^0 ‘ 




— ■ efc. 


Le terme dont il s’agit deviendra donc , en observant \que 

a , -il i> 

■j.ds c ‘ est égal à — d,c~ ' , 
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sin“. 0 


ds' 


. J . sm.0 . ds 


r\+ 


( 1 — flt).(cos*. 0 + 2 /.sin*. 0 }* j i-û.sin^. 0 






)■ 


a} 


i.2.3....i.sm.'“.0 ‘ 
: etc. 


,-t'} 


dÿ!^ 


J 

le signe supérieur ayant lieu si î est pair , et l’inférieur si i est 
impair. On ^ généralement 


(■?) 


(i+l )'- c 


-O+O.J./ 




d/^ 


\ I 


• û ^ 


, — etc. 


Il faut multiplier chacun des termes de ce développement par 


tf, .J .ds' . sin. © 


(1 — cl) . Ÿ cos^. 0 -f- 2 / . sin*. 0 

et prendre ensuite les intégrales depuis s'=.o jusqu’à 
Mais comme à celte dernière limite. 


s =1- 


ns! 


sin*. 0 


est d’une petitesse excessive , parceqiie c surpasse 2 , et 
/‘que y est un très-grand nombre, et à-peu-près égal à 800; on voit 

y ^ 

que les intégrales peuvent, sans crainte d'aucune erreur appré- 
Mécan. fcÉL. Tome IV. Ti 
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ciable , être prises depuis /=:o jusqu’à y = oo. Considérons, 
cela posé, la diÉFércntielle 


U 7 / * • „ 

J , as .c . sin.0 

y/ cos^. 0 + as' . sin*.0 ^ 

et faisons 


bin^. 0 ar 


la différentielle précédente devient 



ra cos^. 0 


L’intégrale doit être prise depuis t~ ^ jusqu’à ]f= oo; 
supposons que l’on ait dans ces limites 


J(it : . c 



COS*.0 
sin*. 0 




on aura, en n’ajant égard qu’au premier terme de f/9, 

a 

‘*•7 I 

' sin^.0 ^ ^ J 

— a Û* 

~ ^ ' IF ’ ^ 

-j-etc. ' 



expression que Pon peut mettre encore sous cette forme. 
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l . sin“, U 


l . siiiV O ^ / X 
, 2 \ C . Y(2) 


i . 12 . 


î?i /.sin^.O .Ty. 

5\c .'r(D) 


< -j- etc. 


La difficult(? se réduit à former '^(/% ou à prendre Tintégrale 


fdt.c ^ depuis ^ jugq^i’à /=oo. Dans le cas de 

la réfraction horizontale, cos. © = o, et sin. 0 = i *, 'i' (r) est donc 

alors indépendant de r, et égal à l’intégrale , prise de* 

puis t nul jusqu’à t infini. Pour déterminer cette iritégrale, con- 


férons la double intégrale 


-^.(i+jeO 


, les intégrales 


étant prises depuis .y nul jusqu’à s infini, et depuis x nul jus-' 
qu’à X infini. Intégrant d’abord par rapport à .y, on aura 


ffls.dx. 




/ dx 
1+If- 


L’intégrale J" l’angle dont la tangente est x\ cette inté- 
grale, prise depuis x nul jusqu’au; infini, est l’angle droit, 
ou Tf étant la demi-circonférence dont le rajon est l’unité j on 
a donc 


ffds.dx. 


— i(i+3;*)_ J 


Prenons maintenant cette intégrale d’une autre manière , et sup- 
posons sx'‘^V^, ce qui donne dxsx-^, s étant supposé cons- 
tant dans la différentiation j la double intégrale précédente de- 
vjj^ndra donc 

fffydl. c—‘', onf^^.c-‘.fdt. c-‘‘. 

^ -r • 
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Nommons A l’intégrale fdt.c^\ prise depuis / nul jusqu’à t infini; 

la double intégrale précédente devient A. Soit 5 =/'*; 
. , J 

ce qui clonnç 

on aura 


partant 

l’expression de la réfraction à l’horizon , est donc 



, A.a , i - 

*+-r • {2’— 1} 

/.a 1 t 

• {^'—2 • 2 ‘+ i } 

^3 ^3 5 5 5 

-7:îi?-l4'-5.3- + 3.v-.) 


. -1- etc. 


expression que l’on peut encore mettre sous cette forme , 



Qaa 

"T" 


1.2. 


>3' 




Ztta 

“T" 


+ efc 


.} 


Pour avoir la valeur de (r) , lorsque l’astre est peu élevé sur 
l’horizon, supposons 

2 / * sin*. © ^ 


nous aurons, en prenant l’intégrale depuis /=o jusqu’à /siT, 
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nous aurons encore 



7 ’* 


•{‘+S+'-S 


(9.T^y 
5 


(27--) 
1 . 3 . 5. 7 



Ces deux sériés finissent par être convergentes, quel que soit T: 
la première fjst alternativement plus grande et plus petite que 
Tintégrale , suivant que l’on s’arrête à un terme positif ou à un 
terme négatif; ensorte que si Ton ajoute à un nombre quel- 
conque de ses termes la moitié du terme suivant, l’erreur sera 
moindre que cette moitié, ce qui donne un moyen simple pour 
juger du degré d’approximation. En retranchant ensuite la va- 
leur de la série, de 'Tt’y on aura celle de l’intégrale /ï/t.c ^ , 
depuis /= J- jusqu’à / infini. Lorsque T est égal ou plus grand 
<iue 3 , 6n aura la valeur de l’intégrale , au mojeij de la série 



— t" 

c 




Î.3 


1 . 3.5 






série qui jouit encore de l’avantage d’être alternativement plus 
grande et plus petite que l’intégrale qui est ici prise depuis 
juseju’à t infini. 

On peut donner à cette série, la forme d’une fraction continue, 
par la méthode suivante qui peut servir dans d’autres circons- 
tances, et au moyen de laquelle la série peut être mise sous une 
infinité de formes différentes. 

Supposons 


U 



(i— 0“ ^ (i— 0^ ( I — ~ 



nous aurons, comme il est facile de s’en assurer par la diffé- 
rentiation , , 



-f- (i =1. 


Coj^'idérons u comme fonction génératrice 


de la série 


+ etc. j 
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ré(|uation différentielle précédente donnera, en n’y considérant 
que les coefficiens de la puissance V , 

('•+ 0 • ^ — J, = O ; 

et dans le cas de r = o , on a 


ce qui revient à faire j, = i. Nous observerons ici que généra- 
lement la fonction génératrice u dcy^ dans toute équation linéaire 
aux différences finies, dans laquelle les coefficiens sont des fonc- 
tions rationnelles et entières de r, peut ôtre déterminée par la 
considération précédente, au moyen d’une équation différentielle 
infiniment petite du meme ordre que la plus haute puissance 
de r dans ces coefficiens. 

Maintenaût toute équation linéaire du second ordre aux diffé- 
rences Unies, peut être facilement réduite en fraction continue , 
par la méthode dont nous avons fait usage dans len° lo du livre IV. 
Considérons généralement l’équation 



Jr = a, 

on aura 

> — 

et parconséquent 





yr 

ce qui donne 


et ainsi de suite 5 

partant 




>+• 






br 


TZ 


«r+2 q- etc. 


Si l’on fait a,==: t et J, = (r+i).y 5 on aura réquationXdiffé- 
rentielle précédente , ^ 


( 



SECONDE PARTIE, LIVRE X. 


et alors 

> , I C'+O-? 

. . (r±2Li_ 

1 -|-etc. 


Faisons r = oj nous aurons, en observant que = i. 


1 



1-+ 


42 

1 + etc. 


y, est le ‘coefficient indépendant de t, dans le déi^eloppement 
de la série 


1 


1— / 




1 . 3 . (/* 



9 


et parconséquent on a 


= I •— I _ I ^ 


en supposant donc 


on aura 



7 = 


I 


2 'r'‘ 


C 

2 7 ’ 


I 




l -f 


42 

1 + etc. 


l’intégrale étant prise depuis / = T jusqu’à t infini. Sous cette 
forme, on peut employer son expression pour toutes les valeurs de 
T\ ma;s pour la simplicité du calcul, il convient de n’en faire usage 
que ?^ns le cas où q est égal ou plus petit que ^ : dans les autres 
ç\s , les deux premières séries donneront plus facilement Tinté- 
grale. Pour employer la fraction continue précédente , il faudra la 
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réduire en fractions ordinaires qui seront alternativement plus 

grandes et plus petites que l’intégrale. Les deux premières fractions 

sonti et — . Lesnumérateurs desfractions suivantessonttels, que 
1 i-hg 

le numérateur de la fraction est égal au numérateur de la 
fraction, plus au numérateur de la (i — fraction, 
multiplié par (î — Les dénominateurs se forment de la meme 

manière. Ces fractions successives sont ainsi , 

1 . 1 . ^ , * “f* ^>7 . 1 + 9 • 7 8 . 

i -f-67 ^ 1 4 - 10.^ + 1 ^ 7 “ ^ 

Considérons maintenant le second terme de (/d , donné par la 
formule (5) , et voyons quelle est son influence. Elle est la plus 
grande , dans le cas de la réfraction horizontale , et dans ce cas , 
ce second terme devient 


fl» . y af 

A . ~ , ds . C ^ • r ^ 




J 

• 

f 1 

r jA 
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; 



La partie la plus sensible de cette intégrale correspond à s très- 
petit, parcequ’alors le dénominateur est fort petit. On peut donc, 

dans ce dénominateur et dans le facteur |.5 — act. (^i— ),dé- 

as 

velopper en série , et n’en considérer que les premiers termes. 
Si Ton s’en tient aux deux premiers , ce que l’on peut faire ici 
sans erreur sensible , on aura 


CL ,ds .\/s.C 

^ à • 

a’, (i— <t) . 

En l’intégrant depuis s nul jusqu’à s infini , on aura 



8.(>— «)•(«— '‘•7) 


quantité 
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quantité qui ne s’élève qu’à troisou quatre secondes, et qui parcori- 
séquent est insensible àTliorizon ou la réfraction éprouve de grandes 
variations. On peut donc, dans tous les cas, négliger le second tenue 
de la formule ( 5 ) , et s’en tenir au premier. 

Si l’on fait usage des valeurs de ^.(p), I et a, données dans 
le n« 5 ; on trouve que dans l’iiypotlièse que nous considérons , 

à zéro de température et à la hauteur o ,76 du baromètre, la 
réfraction horizontale est égale à Cette réfraction sur- 

passe de près de 900^ celle que l’on observe , ce qui prouve l’er- 
reur de l’hjpothèse d’une température uniforme dans toute l’éleii- 
due de l’atmosphère. On sait en effet, que cette température diminue 
à mesure que l’on s’élève, et comme l’air se condense par le 
froid , il en résulte que la différence de densité d’aine couche de 
l’atmosphère, à la densité delà couche immédiatement supérieure, 
est par là diminuée. La limite de cette diminution est celle d’une 
différence nulle, ou d’une densité constante, et l’on a vu dans 
le n'*4i que dans ce cas, la réfraction horizontale est trop pe- 
tite*, la constitution de l’atmosphère et les réfractions sont donc 
entre les deux limites que donnent les hjpothèses que nous ve- 
nons de considérer: mais on peut obtenir deux limites plus rap* 
prochées, de cette manière. 

6. L’équation dififérentielle ( 3 ) du n* 3 s’intégre rigoureusement, 
en y supposant 




Si l’on fait alors 


J J 4 ^ 


m — ï 


V sin. © = Z ; 


«y i devient 


^ 9 : 


— dz 


(a/n— 1) . y' I — zz * 

Megan, cèl. Tome 


Kk 
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d’où l’on tire , en intégrant depuis z = sin. 0 jusqu’à 


(■H-fo)" 


J'&=- 




équation que l’on peut encore mettre sous la forme 

. (['+V('>] +'l 

Relativement à la réfraction horizontale, on a 0=: loo^j et alors 




C 2m — i“l ^ 


de plus, -â«(p) étant une fraction extrêmement petite, on a à fort 
peu-prés, 

{>+Ç (p)} -> pam-q 2 K 

“ J-”--"' 

on aura donc à fort peu-pres, 

■ ..„g. [ïï==i ] . H = 

« 

et en prenant l’arc lui-même pour sa tangente, ce que Pon peut 
faire ici sans erreur sensible ; on aura 
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Si l’on voulait ne considérer que les réfractions, on pourrait dé- 
terminer TO de manière que le second membre de celte équa- 
tion représente la réfraction horizontale observée , que nous 

supposons de 65oo'. Alors l’expression générale de tang.Q'^--^. jg, 

donnera pour, toutes les hauteurs, la réfraction d'd. C’est le pro- 
cédé qu’ont suivi plusieurs astronomes, pour construire une table 
de réfraction, et cette table satisfait assez bien aux observations. 
Mais pour représenter la nature, il faut que la constitution pré- 
cédente donne non-seulement les réfractions observées , mais en- 
core la hauteur du baromètre et la diminution observée de la 
chaleur, à mesure que l’on s’élève 5 considérons donc ces deux 
phénomènes , dans l’hypothèse précédente. 

Reprenons l’équation du n" S. 

— (é.0 • 




sîl’on substitue pour^,( — ] j on aura après l’intégra- 

V‘+VW/ 

tiou, et en observant que p est nul avec p. 


Celte expression donne â très-peii-près, 

p = (g).a.(p).m.-^-.(p).^, 

(p) étant la pression à la surface de la terre où p=:(f)et-=i, 
on a par le n” 5, 

on aura donc 

P a O. K 


(P) 




Kk 2 
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Cette équation donne à la surface de la terre. 


m : 


■«A , v‘ 


et parconséquent la réfraction horizontale J'6 devient 

o.K 

J'0: 


• W 




9, K. 

Si Ton substitue pour a^ly^i —.(p), leurs valeurs données dans 
le n® l\y on 


J 0 3= 565o^, 


Celte réfraction est moindre que la réfraction observée ; mais 
elle est plus grande que celle qui résulte de riijpotbèse d’une 
densité constante; ainsi la constitution réelle de ratmosplière est 
entre celles que donnent la supposition d’une température uni- 
forme, et rhjpothèse que nous considérons ici. 

Dans cette dernière hypothèse, la densité des couches atmos- 
phériques diminue en progression arithmétique, quand leur hau- 
teur croît suivant une progression semblable. Enefl’et, si l’on sup- 
pose r;=a.(i on a à fort peu-près. 


as \ 




as étant la liauteur de la couche atmosphérique. La limite de l’at- 
mosphère a lieu au point où p=o, et alors as est égal à 2 /; 
la hauteur de l’atmosphère est donc ici double de sa hauteur 
dans l’hypothèse d’une densité constante. ' 

I.’exprcssion précédente de p donne 


VW) />_ 

La fonction est importante à considérer, en ce qu’elle exprime 
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la loi de la chaleur des couches de Tatmosphère. En effet, à la 
meme température , l’expérience a prouvé que la pression cio Tair 
est proportionnelle à sa densité , mais ce rapport croît avec la 
chaleur et peut la représenter; caries molécules d^air ne parais- 
sant soumises qu’à la force répulsive de la chaleur, il est na- 
turel de penser que cette force croît en même raison que la cha- 
leur. Il résulte de l’expression précédente de cjiie la chaleur 

des couches atmosphériques diminue, comme leur densité, en 
progression arithmétique. -J- de diminution dans la valeur 

de , suppose de diminution dans la valeur de i — - ^ 

ainsi en partant de la surface de la terre , il faut s’élever de la 


hautcu;: ou de 65 ^ ^, 8 , pour éprouver une diminution de ~~ 

dans la force élastique de l’air, à densités égales , ce qui répond , à 
fort peu-près, à une diminution d’un degré dans le thermomètre. 
Toutes les observations concourent à faire voir que celte éléva- 
tion est trop petite, et que la diminution de la chaleur est moins 
rapide; l’hypothèse que nous examinons ne représente donc ni les 
réfractions observées, ni la loi observée de la diminution de la 
chaleur. 


Dans l’hypothcse d’une densité constante , on a 


p(p) , 

(p)-p ^ ^ 

il faut donc s’élever de nioilié moins que dans l’hypothèse pré- 
cédente , pour éprouver une dimiiiiilion d’un degré dans Je ther- 
momèlre; cette hypothèse est donc encore plus éloignée de satis- 
faire aux observations sur les réfraclions et sur la chaleur. On 
voit en meme temps que plus on se rapproche de l’observation 
sur les réfractions, plus on s’en rapproche relativement à la chaleur. 

7 . La constitution de l’atmosplière étant comprise entre les 
deux limites d’une densité décroissante en progression arithmé- 
tique, et d’une densité décroissante en progression géométrique ; 
ir.e hypothèse qui participerait de l’une et de l’autre de ces pro- 
gressions, semble devoir représenter à-la-fois les réfractions et 
la diminution observée dans la chaleur dès couches atmosphé- 



MÉCANIQUE CÉLESTE, 

riques. I/hypotlièse suivante réunit ces divers avantages à celui 
d’un calcul fort simple. 

Reprenons l’équation (5) du n* 3, et supposons - = i nous 
aurons à très-peu-près par le u" 5, 




■ (l 

P) 

(i— a) . ] 

cos’. 0 — 

[-*] 

— 26 . C05^. 0 


s étant une fraction très-petite, tant que s a une valeur sen- 
sible,. nous pouvons négliger le terme — .cos*.© , relativement 

à cos*. ©5 nous aurons ainsi 




('-«) 

Supposons maintenant 



f = (p) • 


f et /' étant deux indéterminées. Cette valeur de p participe à-la- 
fois des deux progressions arithmétique et géométri(|ue. En dé- 
terminant/ et l' de manière à i-eprésenter la hauteur dn baro- 
mètre, et la réfraction horizontale; si cette valeur satisfait en- 
core à la diminution observée de la chaleur des couches atmos- 
phéricpics, on pourra la considérer comme représentant la vraie 
constitution de l’atmosphère, et s’en servir pour construire une 
table des réfractions. L’équation différentielle précédente devient 
alors 






. sin. 0 


( I — a) . \/ cob*. 0 + : 


Soit 


COSS 0-^2U;= 2l' . t* 3 
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( , —a.-) . 1/2/' ‘ r a/' 1 • ' 





L’inft'grale doit être prise depuis t= ~~ jusqu’à t infini; sup- 


posons 


/(ft . c” = c~ (T) , 


nous aurons 




•J-, — — J , sin. 0 . cos. 0, 

‘ 2.(1 — et). £ 

Test nul à Thorizon où cos.0 = o; alors on a par le n* 5, 
(T) = i.y/Tr; la réfraction horizontale est donc 

{l^et),)/Q.l' ^ 

cnsorlc (jue la réfraction serait nulle, si/’ était égale à a : elle 
serait négative, si l’on avait y'> a. 

Déterminons maintenant la pression p de Tatmosphère. On a 
à très-peu-près par le n* 5 , 

dp z= — (g).a,pdsy 

et parconséquent, en substituant pour s y sa valeur w + 
on a 

(fp = — (g) . a pdu -ira. (g). a . 

En substituant pour p sa valeur 


(p)-(i + y) -c 
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et int( 5 grantj en observant, de plus, que (p) = (g')- (p) on 

trouvera 


P al' 








2 _ÇL 


A la surface de la terre, p — Çp), u=o et pz=(p)j on a dono 


(ï +y)=^ — I 

Si nous supposons la -rélracfion horizontale , de 65 oo', ou en 
parties du rayon, de 0,01021018; nous aurons 


0,01021018 = 


t. j/t 


(i — rt) . \/a/' 


s-(— ;/)• 


Ces deux dernières équations donnent 



(o,oio2ioi 8)*. (i — a)\ 8/'’ = a*7r.|5/— --f- “I*. 

e 

En substituant pour a, a et leurs valeurs préccdenles, ou 
trouvera 

{ = 0,00074 1 8 1 6 ; 

/= 0,49042. 

On aura donc dans celte constitution de l’atmosphère. 


U'= S — 0,000293876 . ^ 

P = (p) • { i+w. 661,107} . 


é 0=861 i',6.(o, 75479— o,49o42,r“).sin.©.2^ï^-f-3o93o3'.sin.20. 

y 7t 

Déterminons la loi correspondante de la diminution de la chaleur, 
ou, ce qui revient au même, Texpression de En substituant 

pour 
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pour;? et P, leurs valeurs précédentes, on a 

^ a/' 

ip). - -(^1* 

et parconséquent 

2^=0,592243^ — o,aqo 44 « , J. Q ji,5ji f 

Pour comparer ce résultat à l’expéricncc , supposons 

U = 0,00092727 ; 


on aura 


d’où l’on tire 


P 

(-^=0,4G2i 4; ai = 6909™», 44; 


^ = o,8,C6. 


On verra ci-après, que x étant le nombre des degrés du ther- 
momètre, ou a 


2 j^= I -{-0,00375.2:. 

En égalant cette quantité à 0,8266; on trouve 

a:= — 46% 24. 

L’expérience la plus concluante de ce genre, est celle de Gai- 
Lussac qui, s’étant élevé de Paris dans un ballon, à la hauteur 
de 6980'“"' au dessus du niveau de la Seine, a observé le ther- 
momètre à — 9 °, 5 à cette hauteur, lorsqu’il était à 3o%75 à l’Ob- 
servaloiie. La différence — 4*^", 25 se rapproche autant qu’on peut 
le desirer , du résulta^ précédent, vu surtout les variétés que les 
circonstances particulières de l’atmosphère, doivent apporter dans 
ces résultats. On peut ainsi par les observations sur la réfraction 
horizontale moyenne dans un climat , déterminer la diminution 
mojenne de la chaleur à mesure que l’on s’élève, et réciproque- 
ment. 

Si l’on veut, en partant de la loi précédente, avoir la réfrac- 
MiiCAN, cÉL’, 3 bmc IV. L 1 
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tion sur une montagne, à la hauteur h au-dessus du niveau de 
la mer ^ on déterminera d'abord les valeurs de u et de p corres- 
pondantes à cette hauteur, et que nous désignerons par TJ ct(p% 
au mojen des équations 

:=^+“ ■(-*)• 

En faisant ensuite on aura 

f* étant égal à Il suffira donc de changer dans les for- 

mules précédentes , (p) en (p') et f en f\ 

De là il suit que les réfractions horizontales , au niveau de la 
mer et à la hauteur A, sont entre elles comme ( i — \f)-f' est a 

Pour avoir la réfraction au-dessous de Thorizon, on observera 
qu’un rayon lumineux qui part d'un astre sous l'horizon , décrivant 
une courbe concave vers la terre ; il s’en approche jusqu’au moment 
où il devient horizontal , et s’en éloigne ensuite en décrivant une 
courbe semblable à celle qu’il avait d’abord décrite 5 d’où il est 
facile de conclure que sa réfraction , plus celle d’un second astre 
vu aussi élevé au-dessus de l’horizon que le premier paraît au- 
dessous , est égale au double de réfraction horizontale, au point 
où la direction du rayon est horizontale > ce qui a lieu quand 
cos*. 0. On aura donc facilement, par ce moyen , la ré- 
fraction de l’astre ru au-dessous de l’horizon. 

Les formules précédentes renferment les trois indéterminées 
T,f et a, que nous avons déterminées au moyen de la ré- 
fraction horizontale et des hauteurs observées du baromètre et du 
thermomètre. On pourrait, au lieu de la réfraction horizontale, 
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employer les observations sur la diminution de la clialeiir. Pour 
construire une table de refractions, il faudrait connaître ou celle 
diminution, ou les réfractions horizontales relatives à ces hau- 
teurs, ce qui exigerait une longue suite d’observations; mais il 
en résulterait une table beaucoup plus exacte que celle dont ou 
fait usage. "Cependant elle laisserait encore de l’incertitude ; la 
loi de la nature, sur les densités des couches de l’atmosphère, 
n’étant pas exactement celle que nous avons supposée, et variant 
par mille causes inconnues. Par cette raison , les astronomes ne 
comptent que sur des positions observées à onze ou douze degrés 
au moins de hauteur apparente. Heureusement, aces hauteurs, 
la réfraction devient indépendante de ces causes, et l’on peut 
l’obtenir avec beaucoup de précision, par la seule observation 
des hauteurs du baromètre et du thermomètre, ^ans le lieu de 
l’observateur : c’est ce que nous allons développer. 


Théorie des réfractions astronojnigues conxspondantes à des 
hauteurs apparentes plus grandes que douze degrés. 


8. Reprenons l’équation différentielle (4) du n“ 5. En rédui- 
sant le radical en série, elle devient 


iîl 


■('-(T)) 


cos“. B 


-(j — • tang*.0 


-“•(-à) / 




Si l’on néglige les produits de trois dimensions de et et de 


on 


aura 


d'i , ^ f s , / P \ ( 2 .cos*. 0 -f* 0 ) 

= — flt-p^.tang. I ( 1 — f:).- rn — r 

(p) ° t C 08 *,© \ (p)/' COS . 0 } 

En intégrant depuis P = (p) jusqu’à p=zOj on aura 

/0=oi.tang.©.{i + j. ^“^yjTiYr 
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L’intégrale égale à ^ En la prenant depuis 

p = (p) jusqu’à p=o, et observant qu’à la limite p^o, répond 
j=i, ou r infini} on aura 

A A— __ 

J (p)*” J (P)' 

Pour avoir cette dernicre intégrale , nous observerons que p ex- 
primant la pression de l’air, on a 

dp:=—gp.dr:=—g^. pds } 


or (g) étant la pesanteur à la surface de la terre, on a 
• p:=i-^{g).a.fpds. 

Ainsi l’intégrale fpds est égale à la pression entière {p) à la 
surface de la terre, divisée par {g) -a. : celte pression, par le 
n* 5, est égale à (g)'(p)-^i on a donc 

J (p) 


l’expression précédente de <^9 devient ainsi. 


( ict.(2.COS*.0+O— 

^9=a.fang.0.jn- 


Cette expression a l'avantage d’être indépendante de toute hypo-^ 
thèse sur la constitution de l’atmosphère, et de ne dépendre que 
de sa nature dans le lieu de l’observateur; car les valeurs de(p) 
et de l sont données par les observations qu’il peut faire, du ba- 
romètre et du thermomètre. Il importe donc de connaître jusqu’à 
quelle hauteur apparente on peut faire usage de cette formule. 

En considérant l’expression précédente de (/6 en série , il est aisé 
de voir que le terme le plus considérable parmi ceux que nous 
avons négligés, est le suivant 
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Il peut devenir sensible à de petites hauteurs dans lesquelles 
tang. © est un grand nombre. Ce terme est diminué par ceux du 
même ordre, de la formule} ensorte que relativement aux hau- 
teurs apparentes des asires , dans lesquelles son intégrale est in- 
sensible , on peut sans crainte employer la formule (^). L’inté- 
grale de ce terme, prise depuis p = (p) jusqu’à p = o, se réduit à 


3 a. tang®. ô '/(!) 

Si l’on suppose la température, la même dans toute l’atmosphère; 
on a, par le n° 5 , 

as 

p = (p).c s 

* 

et parconséquent 


Zx . fang^ 0 • tang^. © . 


La valeur de cefte intégrale est plus grande dans l’hjpofhèse d'une 
température uniforme, que dans la nature où la température des 
couches de l’atmosphère diminue à mesure qu’elles sont plus éle- 
vées car si l’on conçoit que leur température supposée d’abord 
uniforme , vienne à décroître suivant cette loi j il est clair que 
la molécule de l’atmosphère, représentée par s’abaissera, et 
que le produit psds qui lui est relatif, deviendra plus petit*, l’in- 


tégrale deviendra donc moindre. Ainsi la formule (A) est 
exacte pour toute.s les hauteurs dans lesquelles 5 a . tang\ 0. — est 


insensible. En employant les valeurs de a, let a, données dans 
le 4 9 supposant 0 = 88''; on trouve cette quantité égale 
à 5 '^, 486, quantité presqu’insensible. A de plus grandes liauleurs 
apparentes, l’erreur delà formule (A) devient tout-à-fait insen- 
sible; il importe donc de bien connaître les éléraens de cette 
formule. 


9. Ses élémens principaux sont, 1®. les variations de la densité 
de l’air par les variations de sa pression et de sa chaleur ; 2''. la 
réfraction de l’air atmosphérique , à une température et à une 
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premoti déterminée. Le changement de la densité de l’air, par la 
variation de la pression qu’il éprouve , est bien connu par la 
loi suivant laquelle , à température égale , sa densité est propor- 
tionnelle à celte pression; loi dont un grand nombre d’expé- 
rienods a fait reconnaître Textrême exactitude, au moins dans les 
liÎTiites des variations du baromètre , depuis le niveau de la mer , 
jusqu'aux plus grandes hauteurs ou nous puissions nous élever. 
La dilatation de l’air par la chaleur, a été l’objet des recherches 
de plusieurs physiciens qui diffèrent sensiblement entre eux à cet 
égard. J’ai prié Gai-Lussac, de répéter ces expériences avec tout 
le soin possible , en graduant exactement des thermomètres à air 
et à mercure, et en mettant la plus grande attention à bien 
dessécher l’air et les tubes dont il a* fait usage; car il me pa- 
raît que c’et^t de leur humidité, que dépendent principalement 
les différences des résultats des physiciens. Il a trouvé par un 
milieu entre vingt-cinq expériences, en ayant égard à la dila- 
tation du verre et aux corrections des variations du baromètre 
pendant la durée de chaque expérience, qu’un volume d’air ex- 
primé par l’unité à zéro de température, devient 1,375 à la 
chaleur de l’eau bouillante, sous une pression équivalente à celle 
d’une colonne de mercure de o^^‘‘-,76 de hauteur. Il a de plus ob- 
servé que le thermomètre à air> marquant 5 o% le thermomètre 
à mercure ntarquait pareillement 5 o*, la différence donnée par 
le résultat moyen des vingt-cinq expériences citées, étant insen- 
sible. Ainsi la marche des deux thermomètres paraît être la même 
dans l'intervalle de O® à 100®. En nommant donc le nombre des 
degrés d’un thermomètre à mercure; un volume d’air représcnié 
par l’unité à zéro de température, devient à la température de 
PC degrés, 

i + 0,00375 . X * 

La densité de l’air est proportionnelle à sa pression. Prenons 
pour unité , sa densité à zéro degrés et à de hauteur du 

baromètre. Exprimons ensuite sa hauteur corrigée de l’effet de la 
dilatation du mercure réduit à zéro degrés de température, par 
o^”^‘^',76.(i + y). Cette correction sera facile, en observant que 
pour chaque degré du thermomètre, le mercure se dilate de 
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La densité de Tair à la température de a: degrés sera 

__L±J ^ 

X -f- o,oü 3 y 5 . x“ 

Supposons que cl soit relatif à la température de zéro degrés , et 
à la hauteur, 76 du baromètre. Il paraît naturel de supposer 
la force réfractive de l’air, proportionnelle à sa densité 3 c’est 
en effet ce que les expériences de Ilauksbée conürment. La va- 
leur de CL relative à la température de a: degrés, et à la hau- 
teur du baromètre sera ainsi 

1 -|- 0 , 003/5 . X* 

De plu?^ à la température de zéro degrés , et à de hau- 

teur du baromètre, on a par ce qui précède, * 

La valeur de l ne varie point par les haïUem's du baromètre j 
car Péquation 

(p) = / (s-)-(p) 

nous montre que (p) étant proportionnel à (p), lorsque la tem- 
pérature reste la même , / est toujours le même. Mais si la tempé- 
rature change, alors l varie en raison inverse de (p), et l’on a 

/s= 7 g 74 "‘^‘ - { I -4-0,00375 . x ). 

Cela posé , laformule {A) devient, en observant que a = 6366 1 98“^' , 

JJ ct.(i4-.y)tang.Q 
^ 1 ^ 0 , 00375.x 

(i +gcos"Q)tang.0 
* (1 . xy ’^ cos^ 0 

— et . ( I +j ) . 0,00 1 25254 . 3^* 

Il ne reste ici d’autre indéterminée qne « , et l’un des meilleurs 
moyens pour la connaître est l’observation de la hauteur des étoiles 
circorapolaires, dans leur plus grande et leur plus petite hau- 
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teur. Delambre, en comparant un grand nombre d^observa- 
tions astronomiques , a trouvé la réfraction égale à i86",7a8, 
à 5o’ de hauteur apparente, la température étant zéro, et la hau- 
teur du baromètre étant De là je conclus 

c5ti= ï87',o87. 


ou en partie du rayon , 


et s= 0,000:293876. 

10.. Tusqu’à présent on n’a point tenu compte de l’humidité de Pair 
dans les réfractions. A-t-elle sur ce phénomène une influence 
sensible ? C’est ce que nous allons examiner. Rappelons , pour 
cela , quelques résultats auxquels on est parvenu sur Tévapora- 
tion des divers fluides. On a trouvé par l’expérience, qu’un vo- 
lume d’un gaz quelconque, lorsqu’il est complètement saturé 
fl’eau, contient la même quantité de vapeurs , qui s’élèverait 
dans le môme espace vide, à la même température, en j suppo- 
sant assez d’eau pour suffire à toute la vaporisation. 

On a de plus observé que la pression étant toujours la même, 
fous les gaz se dilatent de la même quantité par la chaleur, et 
que toutes les vapeurs se dilatent de la même quantité que les 
gaz. On a trouvé encore qu’à la même température, la densité 
des gaz et des vapeors est proportionnelle à leur pression ou à 
leur force élastique. 

Si Ton place dans le vide un vase rempli d^eau , la force élas*- 
tique de la vapeur qui s’en élève, croît avec la température , sui- 
vant une loi que l’on a cherchée par l’expérience. On a reconnu 
que celte force augmente à-peu-près en progression géométrique , 
tandis que la température croît en progression arithmétique, eii^ 
sorte que ses logarithmes croissent à-peu-près suivant cette der- 
nière progression. Cependant cela n'est pas entièrement exact : 
au moment de l’ébullition, lorsque la hauteur du baromètre est 
oTnôt.^76 , cette hauteur exprime la force élastique de la vapeur 
aqueuse , et je trouve que l’on satisfait à très peu-près aux expé- 
riences de Dalton sur cet objet, ejqi supposant la force élastique 
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de ]a|vapeiir d’eau, à une température quelconque égale, à 

76.(10)'- • 0,0000625826 ; 


i étant le nombre des degrés décimaux du tliermoméfrc à mer- 
cure, au-dessus de 100°, ce nombre devant etre supposé négatif 
pour les degfés inférieurs. Ainsi l’on aura le logarithme tabulaire 
de cette force élasti(jue , exprimée en décimales du mètre , en 
ajoutant au logarithme de la quantité 

i . 0^0154547 — o,oooo 6258 a 6 , 

La formule précédente peut s’étendre depuis iz=z — ^co jusqu’à 
i égal à 5 o ou 60 degrés. Elle peut servir pour tous les fluides 
en observant seulement de compter les / pour chacun d’eux, à 
partir diî terme de leur ébullition; car on a trouvé »c résultat re- 
marquable , savoir qu’en partant de ce terme, et généralement 
d’un point quelconque où leur force élastique est la même , les 
memes accroissemens de température produisent les memes accrois- 
semens dans leur force élastique. 


De quelque manière que la vapeur existe dans l’atmosphère , 
il est visible que l’action de l’air humide sur la lumière, est com- 
posée de l’action de l’air et de celle de la vapeur. Concevons qu’à 
forces élastiques égales et à la même température , les actions de 
la vapeur et de Eair sur la lumière, soient dans le rapport de p 
à <7, et que q représente l’action de Viûv sur la lumière, à zéro 
de température, et sous une pression déterminée par la hauteur 
oinèt.^76 du baromètre. Nommons ensuite la force élas- 

tique qu’aurait à zéro de température, la vapeur aqueuse exis- 
tante dans un volume donné d’air, si cette vapeui existait seule 
dans le même espace vide; il est clair qu a cette tempeiatuio, 1 hu- 
midité de l’air ajoutera à son action sur la lumière, la quantité 
z,(p — q ) et si la tem*pérature est de a: degrés, la densité de la 
vapeur étant diminuée d’environ 0,00375 pour chaque degre, 
la correction de la force réfringente de l’air , due à son humi- 


dité , sera 

Megan, cél. 


I - f - X . 0,00375* 

Tome IV. 


M m 
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l)é(erminon3 p — Pour cela, je supposerai que la vnl . 

est la même dans l’état liquide et dans l’état de •>, t, 

en effet l’iijpollièse lapins naturelle (|iie l’on j. / • : 

elle est analogue à celle que l’on fait dans la \ o Ov.s ré- 
fractions, et qui consiste à supposer que la densii'; de Tair ne 

fait point varier la valeur de Dans Je passage du vide dans 

l’can, le rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction est , 
suivant Newton, 3JI, ce qui donne par le n° 3 , relativement 
à leau. 



P étant ici la densité de l’eau. Il résulte des expériences de Dalton, 
Saussure et Wath, qu’à forces élastiques et à températures égales, 
la densifé de la vapeur d’eau est de celle de J’air; et suivant 
Lavoisiers , à la température de i2%5 , et à Ja pression de 

la densité de l’air est on a donc, en nomracint zp' la den- 
sité de la vapeur d’eau à cette température , 




.J 

“i4.842MV39b7 


h 


ce qui donne, en réduisant en arcs de cercle. 




.p.Z\ 


1311 ^ 84 , 




en multipliant cette quantité par 1 + 12,5.0,00375 j on aura à 
zéro de température. 


— .p.;z = 22i,77.z 

à cette température, et (p) étant la densité de l’air sous une pres- 
sion égale à o™^*-, 76 de hauteur du baromètre, les observations 
donnent 

^-^.{p).z=sï8f,og.z. 
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L’hmnidité de l’air ajoute donc à sa force réfractive , la quantité 

Z. 34'', 68 
1 -|-x* . o,oo 3 j 5 * 

En multipliant cette quantité par la tangente de la hauteur ap- 
parente 0, qn aura à très-peu-prës par ce qui précède, Taccrois- 
scment de la réfraction, dû à l’humidité de l’air ^ cet accrois- 
sement est donc 

Z. 34", SS , ^ 

— ; — . tang.0. 

1 -f-X. 0,00075 ° 

En supposant Pair saturé d’eau , le logarithme tabulaire de z sera 
par ce qui précède 

(100 — a:). 0, 0154547 — (100 — a:y ,0,0000625826» 

De là j’ai conclu les valeurs suivantes de l’accroissement de la 
réfraction, dû à l’humidité extrême de Pair, depuis quinze jus- 
qu’à quarante degrés de température. 


Degrés. Arcroisscment do la rcfi action, 

i5\ o%565 . tang. 0 ; 

20* 0^744. tang. 0; 

25^ o ^977 . tang.0j 

30^* i *',274 . tang.0 J 

35® i",G5i . tang.0 > 

4o* 2 '’, 122 . tang. 0. 


Il résulte de cette table, que 1 effet de l’humidité de Pair sur 
la réfraction est très-peu sensible*, Pexces de la puissance refrac- 
tive de la vapeur aqueuse sur celle de Pair, étant compense en 
grande partie par sa plus petite densité. On pourra cependant y 
avoir égard par la table précédente, dans le cas de l’hu- 
midité extrême : l’observation de l’hygromètre pourra faire con- 
naître ensuite le rapport de la quantité de vapeur répandue dans 
un volume donné d’air, à la quantité qui produirait dans ce vo- 
lume Pextrême humidité. On mullipliera par ce rapport, 1 accrois- 
sement de réfraction dû a cette humidité extrenie. 

Mm a 
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Si Poil veut, dans la théorie des réfraclions, ter* ' \ .oî. 
de la figure de la terre, on doit observer que Pr- , r ?<: i i.» 
concevoir, au point qu’occupe l’observateur, lu > da- 

teur à la surface de la terre, et dont le plan pa.4* en j astre ; 
or la figure des couches de l’atmosphère est à trr . peu-près la 
même que celle de la terre; les cercles concentriques au cercle 
dont il s’agit seront donc également oscillateurs de ces diverses 
figures, et l’on pourra déterminer la réfraction de Pastre , en sup- 
posant la ferre sphéri(jue et d’nn rayon égal à celui de ce cercle 
oscillateur. On voit ainsi, i°. que les réfractions ont toujours lieu 
dans le plan verlical; 2 ’". (|u’elles ne sont pas les mêmes de tons 
les côlés de l’horizon, puisijne les cercles oscillateurs ne sont 
pas les mêmes dans tous les sens ; mais il est facile de s’as- 
surer que cela est insensible, pour peu que l’astre soit élevé. Tl 
peut en résultèr à l’horizon, des différences de quelques secondesi. 
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CHAPITRE II. 

Des Kéjraciîons teiTestres. 

II. La réfraction terrestre n’est en elle-même qne la partie 
de la réfraction astronorai(|ue, comprise entre l’origine de la courbe 
du rajon de lumière et le point où celle courbe rencontre l’ob- 
jet terrestre. Cette partie étant toujours peu considérable relali- 
venient à la réfraction entière*, cela donne lieu à des simplifica- 
tions que nous allons exposer. 

Lorsque l’élévation de l’objet est très-petite par rapport à sa 
.distance j au lieu de donner l’expression de la réfraclion , en 
fonclion de cette élévation , il est beaucoup plus exact et plus 
simple de l’avoir en fonction de l’angle formé par les rayons ter- 
restres menés du centre de la terre à l’observateur et a l’objet; 
angle (pie nous avons désigné par v dans le n® i. Il résulte de 
ce n"* et du n® 5, que l’on a 



é 

L’élévation de l’objet étant supposée fort petite, on a à très- 
peu-près 




I 

I 


2:^8 MECANIQUE CELESTE, 

i étant Tin coeflicient constant qui dépend de la dimiiv 
la chaleur des couches de Patmosphère, à mesure qn’ 
élevées. Cette valeur de p donne à fort peu-prè. 

< 

ePd est la somme des réfractions terrestres à Pobjet et à l’obser- 
vateur, et cette somme est le double de la réfraction à l’un ou 
à lautre de ces points, pareeque la réfraction y est à très-peu- 
près la même ; la réfraction terrestre, poiu' des objets peu élevés, 
est donc à fort peu-près. 


K 


» tu 


Dans le cas d’une température uniforme dans l’atmosphère, z=i • 
on aurait donc alors, à la température de la glace fondante et 
à de hauteur du baromètre, la réfraction terrestre égale à 


8 , 5 . 94 ’ 

Si l’on adopte la loi dont nous avons fait usage dans le n* 7, 
on aura à très-peu-près , à de petites hauteurs, 

U —s-^u . 0,20187 ^ 

ce qui donne 

P = (p)-{i --s. 5 yi, 55 i 
d’où l’on tire la réfraction terrestre égale à 


i' 

1 1 , 9003 ^ 

c’est la valeur qui me paraît devoir être adoptée, à moins que 
par des observations directes on n’ait déterminé la valeur de /. 
Cette dernière valeur est très-variable j il peut même arriver que 
par des circonstances particulières, la densité des couches almos- 
phériques, près de la surface de la terre, loin d’aller en dinii- 
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nuâii^, aille au contraire en croissant j et alors la réfraction, au 
3ieu d’élever les objets, les abaisse j aussi les observateurs ont 
trou A de tr^s-grandes variétés dans les réfractions terrestres. 

On n’a besoin de connaître les réfractions, que pour corriger 
les hauteurs observées des objets*, mais on peut déterminer direc- 
tement ces hauteurs, en intégrant l’expression précédente de 

En effet, si l’on y suppose p=(p).^i — et qu’ensuite on 
l’intègre depuis ^=0, on trouvera 


sin.fc> 


f y' Q. K , ^ la 

1/^ cos^ 0 + 2 i'.siri*. — • (f ) • ~ ® 

9. K / la 

(p)._ 


d’où l’on tire 


as s= — . • (p) • > CIV • cot*0; 


as étant à très-peu-près la hauteur de l’objet observé , au-dessus 
du niveau de l’observateur. Il est facile de s’assurer que cette 
expression coïncide avec celle (jue l’on aurait en corrigeant la 
hauteur, au moyen de l’expression précédente de la réfraction. 

Pour déterminer as y (juelle que soit la hauteur apparente 
il faut intégrer l’expression de , et cette intégration suppose 

la connaissance de la loi suivant laquelle la densité des couches 
de l’atmosphère diminue. En partant de celle que nous avons 
adoptée dans le n® 7 , on pourra facilement intégrer l’expression 
de y par l’analyse exposée dans ce n° , et en conclure la valeur 
de ^ en fonction de v. Mais à des hauteurs apparentes un peu 
grandes, on peut obtenir cette valeur, indépendamment de toute 
hypothèse sur la constitution de l’atraosplière , comme a vu dans 
le 11° 8, que la réfraction astronomique en est alors indépendante. 

Si l’on suppose i — -s*, on aura 



ds . sin . 0 
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Eu réduisant eu série , on aura 


I — ^(i — js) . tang“. 0 *! 


df ï= ds . fang. © < 


‘•('-w) 


cos®, fc) 


+ etc. 


if 


\ 


ce qui donne, en intégrant depuis 5 = 0, 




+ 


55!tang. © . ^1 — . tang“. © -f 

«■ tang. e r ffil s-i 

cos^0 •r (p) j' 


(3sin®. 0 + 0 
6 , cos®. 0 



Soit as' la hauteur calculée sans avoir égard à la réfraction , 
et désignons ç)ar aJ's la correction duc à la réfraction , ensorte 
que s~s' — cT,?. La réfraction ii’altèrc point la valeur de v, 
parce qu’élevant les objets dans le plan d’un vertical , un point 
vu des deux extrémités d’une base, est apperçu sur la commune 
intersection des deux verticaux qui passent par ces extrémités ci par 
l’objet meme^ or cette commune intersection est im rajon de la 
terre*, la valeur de v reste donc la même que lorsqu’on ii’a point 
égard à la réfraction. Ainsi en substituant pour s, s' d s , et 
négligeant les produits sJ's et on aura 




d’où Ton tire 


cT^. tang,0 


rt.tang. 0 


•cos®. 0 



A) J’ 


aJ's 


et 

COb '.0 



a ,fp(h ] 

TpTi’ 


ag,ffds est par le n® 5 , la pression de l’atmosphère, à la station 
de l’observateur, moins sa pression à l’objet observé. Soit £ la 
différence des hauteurs du baromètre à ces deux points, le mer- 
cure y étant réduit à zéro de température, et supposons que (f) 
réponde à cette température et à ,76 de hauteur du baromètre; 
on aura 

a.ffds i . l 
(/>) “■o'",76* 
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Il faiit faire varier cette valeur en raison du rapport de la dcii- 
siltç f,i|Lipposée pour (p), à sa densité véritable^ mais comme la va- 
leur d? ^ rade en raison inverse, il en résulte que é restant le 

même, la valeur de restera toujours la même. En substi- 

tuant pour et sa valeur donnée dans le 11° 4? on aura 

= — 3 ,o 8338 . e. 

(p) 

Pour avoir l’inclinaison de l’horizon visuel avec l’horizon vrai , 
lorsqu’on s’élève au-dessus du niveau de la mer*, il faut connaître 

les valeurs de ~ dans les diverses parties de la trajectoire du rajon 

Inmineux qui rase la surface de la mer. L’expression précédente 
de ddVine , lorsque 0 =; 100 , 



ou à très-peu-près , 



On doit observer que — est la tangente de l’angle de dépression 

de l’horizon visuel, à la hauteur as ^ tangente que l’on peut con- 
fondre avec l’angle lui-même. 

Si la hauteur est peu considérable j on aura pour l’expression 
de cet angle , 
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CHAPITRE II L 


De V extinction de la lumière des astres dans Vatmosphère 
terrestre ^ et de V atmosphère du soleil. 


12. L’extinction de la lumière des astres, en traversant 
l’atmosphère , a trop de rapport avec la théorie des réfractions, 
pour ne pas nous occuper ici. Nommons 6 l’intensité de la' lumière 
d’un asire, parvenue à une couche quelconque de l’atmosphère , 
dont le rayon est r, son intensité à sou entrée dans l’atmosphère 
étant prise pour unité ; on aura 

^6 == -— Ç • P * ^ d^^ + r^'dv'" y 


Q étant nn coefficient constant. En effet il est visible que la diffé- 
rentielle de l’extinction de la lumière est proportionnelle à son 
intensité, à la densité de la couche et à l’élément décrit par le 
rayon de lumière. En substituant pour rdt^ sa valeur donnée dans 
le chapitre précédent, on aura 


d 6 




P 

cê 


sin*^. 0 


On peut dans cette expression de 


dê 


supposer le facteur 


|/^ 1 à l’unité. Si Tastre est sensiblement élevé sur 


l’horizon, le dénominateur se réduit à fort peu-près à cos. 0. 
En intégrant, et observant que yjDr//' = (p)./, on a 


cos. 0 


l0g.€ = 
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Si Ecin nomme E la valeur de s au zénith , où cos. 0 = i • on aura 


Log. E étant égal à — et (p)./ étant proportionnel a 

la hauteur observée du baromètre il est clair (pie log. E et gé- 
néralement les logarithmes de l’intensité de la lumière des astres, 
sont proportionnels à cette hauteur. Il est visible d’ailleurs, que 
les deux logarithmes précédons peuvent etre supposés tabulaires 
dans la dernière équation. 

On aura facilement la valeur de E , en comparant les intensités 
de la lumière du même astre, par exemple de la lune, a deux 
hauteurs différentes. Bouguer a trouvé de celte manière, que la 
lumière ï’un astre vu au zénith, se réduit, après avoir traversé 
ratmosphère, à o,8i23. Le logarithme tabulaire de ce nombre 
est — o, 0(J02855 ; en divisant donc ce logarithme par le sinus de 
la hauteur apparente d’un astre, on aura le logarithme de l’in- 
tensité de sa lumière. 

Très-près de l’horizon , la diminution de la lumière dépend , 
ainsi que la réfraction, de la constitution de l’atmosphère. En 
adoptant l’hjpothèse que nous avons donnée dans le n® 7 ; on 
aura facilement, par l’analyse exposée dans ce n% la valeur cor- 
respondante de l’intensité de la lumière. Mais on pourra, sans crainte 
d’erreur sensible , employer l’hypothèse d’une température uni- 
forme. Dans cette hypothèse, on a pdr~ — A/p ; en nommant 
donc l’élément de la réfraction, on aura à très-peu-près 

^ H.dè ^ 

e sin. 0 ^ 

U étant une constante. Les logarithmes des intensités de la lu- 
mière sont donc alors comme les réfractions astronomiques divi- 
sées par les cosinus des hauteurs apparentes de l’astre. 

On a vu précédemment qu’à la hauteur apparente de 5o% la 
réfraction est de i86",728, et que dans l’hypothèse d’une tem- 
pérature uniforme, elle est à l’horizon, de 7390^71, d’où il est 
facile de conclure que l’extinction de la lumière a l’horizon 

Nü2 
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est pourra, par ces formules, déterminer la quiintité 

de lumière que la lune reçoit encore dans ses .éclipses , au 
moyen des réfractions que les rayons du soleil éprouvent en 
traversant Tatmosplière terrestre, et de leur extinction dans cette 
atmosphère. 

i3. Suivant les expériences de Bouguer, la lumière du disque 
solaire est moins intense vers ses bords qu’à son centre. A une 
distance des bords égale au quart du demi-diamètre, il a trouvé 
l’intensité de la lumière plus petite qu’au centre, dans le rapport 
de 35 à 4^» Cependant une portion du disque du soleil , trans- 
portée par la rotation de cet astre , du centre vers les bords du 
disque , doit y paraître avec une lumière d’autant plus vive , 
qu’elle est apperçue sous un plus petit angle; car il es^ naturel 
de penser qife chaque point de la surface du soleil renvoie une 
lumière égale dans tous les sens. Si l’on nomme 0 Tare de grand 
cercle de la surface du soleil, compris entre un point lumineux 
et le centre du disque apparent, le rayon du soleil étant pris pour 
unité ; une portion très-petite ût, de la surface, transportée à la dis- 
tance ô , du centre du disque , y paraîtra réduite à l’espace et .cos. 9; 
l’intensité de sa lumière sera donc augmentée dans le rapport de 
Tunité à cos. 9. Au contraire, elle parait diminuée. Cette diffé- 
rence s’explique très-simplement, au moyen d’une atmosphère 
qui enveloppe le soleil. On a vu dans le n® précédent, que l’in- 

tensité de la lumière qui en résulte, est égale à c , c étant 
le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. Ainsi l’in- 
tensité de la lumière étant au centre du disque , celle qui 
subsiste à la distance du bord, égale au quart du demi-diamètre, sera 


S 1 J 2 , 9 étant égale à on aura donc 

^ ■" 48 ''’ ■ 

Cette équation détermine y*, et l’on trouve 

/= 1,42459 ; 
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ce qui donne 

= 0,240686 ^ 

c’est-à-dire que lalumiere dn centre du disque solaire , est réduite, 
par son extinction dans son atmosphère , a 0,240686. Une colonne 
d’air à zéro de température et à la pression de o,"'76 de hauteur du 
baromètre , ‘devrait avoir 54622'" de hauteur, pour éteindre ainsi la 
lumière. Telle serait donc la hauteur de l’atmosphère solaire , ré- 
duite à la densité précédente , si, à densités égales , elle éteignait 
la lumière , comme l’air de notre atmosphère. 

On voit ainsi que le soleil nous paraîtrait beaucoup plus lumi- 
neux , sans l’atmosphère qui l’environne. Pour déterminer de 
combien sa lumière est affaiblie , nous observerons qu’en prenant 

pour unité son demi-diamètre , et faisant cos. ô=a:,8a lumière 

• 

totale est :>.7t,fdx.c ", l’intégrale étant prise depuis a: =0 jus(|u’à 

I. A la vérité, l’intensité de la lumière n’est tres-sensiblement 

proportionnelle k c " que depuis fl:=o jusqu a 6 =^ 88 ^^ ^ au-dela , 
elle suit une autre loi. Mais le cosinus de 88^ diffère si peu de 
l’unité , que l’on peut négliger la portion du disque solaire qui ré- 
pond à cette différence , ou du moins y supposer , comme dans les 
autres parties du disque , l’intensite de la lumière proportionnelle 

à c En prenant donc pour unité , la lumière du Soleil , dans le 
cas où il serait dépouillé de son atmosphère , et où Von aurait 

parconséquent /*= o ) on aura Jdx^c ", pour sa lumière affaiblie 
par son atmosphère. 

Pour avoir cette intégrale, supposons et 

«levicnt alors — alors l’intégrale doit être prise 

J ^ 

depuis Z = «O jusqu’à z = Ou a 


l'dz -c-^ ^ /. 1.3 , 1.8.5 i -g^M 4. } 4. constante. 

"J ■ 1 Z ^ ^ i 

L’intégrale devant être prise depuis z = oo j’usqu’à z = - , la cons- 
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tante est nulle , et parconséquent l’intégrale devient 

On réduira cette série, en fraction continue, par la méthode 
exposée dans le n° 5. Pour cela, supposons 

11 = 1 — 2r/.(i — 1 )-\- i , 2 . 5 .y*. (i — ty — etc. 

nous aurons 

du , \ 

0--« + ï=o. 

Considérons u comme la fonction génératrice de r , ensorte 
que Ton ait . 

+Jr+,.t’-f-efc. ; 

le coefficient de r-, dans l’équation différentielle précédente 
donnera en l’égalant à zéro, l’équation aux différences finies, * 

_j_ qr.y,_^ = o ; 

dans le cas de r=\, ce coefficient donnera 

o = çy, — (3q+i).y,^j. 

ce qui rentre dans l’équation précédente, en j supposant ~ I. 
Maintenant, l’équation aux différences finies en donne ^ 



y'-’—W+l yr-4.. 

Supposons 

> V'' y. ■ 


J' — <?'■ 

Vf — 1 1 + r — 1 . ^ -f- 2 ^ ^ 

nous aurons 


ou 

z,z=^g.7+\ 

• + r<7 + z,^, 


^ Ç ’'+‘ 

' > + '■'' ; 
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d’où l’on tire 


7 


Z, =■ 


2(7 


1 + 


1 + 


3(7 


» 4- 




1 4- 


4<7 


ï 4- 


3(7 


I 4* 


parfant 


y- 


*+“■ 1 + 22- 
1 -p 


1 + 


3S_ 


i4- 


2^ 


1 etc. J 

mais la comparaison des deux expressions précédentes de ii donne 
j)c, = I — 1. 2.^4“ — i, 2.3.4-^^'4- etc. 


de plus = 2 5 partant 

— 1 .2.(74-! .2. 5.(7“— etc.): 




1 4- 


2 (/ 




1 4- 


•'</ 


1 + etc. 


C’est la valeur de l’intégraleyiAr.c % prise depuis .r=o jus- 
qu’à a: =1. Soit 

d‘^=2^’, 6^^^=3(7j é^*^=2(7) é^)— 5(7’ etc.; 

et formons une suite de fractions dont les deux premières soient 
- et —2 — , et telles qu’en nommant A^’Me, numérateur de la frac- 
tion et son dénominateur, on ait 

jy-W _ ^(r-O _ TyCr-o) . 

@ 

£,(0 _ £,((-.) ^ g(r-.) , 2)Cr-0 . 
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alors la valeur de la fraction continue 


> -h 


aq 




1 -f etc. 


sera comprise cnire les deux fractions et On trouve 

ainsi fdx,c ^ (?gal à un douxième à fort peu-près; d’où il suit 
que le soleil dépouillé de son atmosphère, nous paraîtrait douze fois 
plus lumineux. Au reste, ces résultats sont subordonnés à l’ex- 
périence de Bouguer, qui mérite d’être répétée plusieurs fois 
avec beaucoup de soin, sur divers points du disque solaire. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE IV. 


De la mesure des hauteurs par le Baromètre. 


i4* L A mesure des hauteurs par le baromètre dépend , comme 
la théorie des réfractions, de la loi suivant laquelle la densité 
des couches de l’atmosphère diminue. Nommons p la densité d’une 
molécufe d’air dont la distance au centre de la terre est n+r, 
a étant la distance du même centre, à la station inférieure de 
l’observateur. Soit g la pesanteur, et p la pression de l’atmos- 
phère dans le lieu de la molécule 5 on aura 

dp^—g^.dr. 

I.a pression p est proportionnelle à la densité p de la molécule , 
multipliée par sa chaleur que nous désignerons par z, ensorte 
que l’on a 

pi=Kp. Z-, 

K étant un coefficient constant. On aura donc 

ip g*. 

;> ■” A s » 

ce qui donne 

(p) étant la pression de ratmosplière à là station inférieure ori- 
gine des r et de Pintégrale. Si l’on désigne par (ÿ) la pesanteur 
à cette station J. on aura à fort pcii-près ' 

Mécan. cûl. Tome IV. Oo 
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en faisant donc r' = r . — Q ; on aura 


Z 


Pour intégrer ces fonctions , il est nécessaire de connaître z en 
fonction de /. Mais comme les intégrales ne s'étendent jamais 
qu’à un infervallc peu considérable, relativement à la hauleur 
entière de l’atmosphère; toute fonction qui représente à-la-fois 
les températures des deux stations inférieure et supérieure , et 
suivant laquelle la température diminue à-peu-près en pro- 
gression arithmétique de l’une à Tautre^est admissible, et l’on peut 
choisir celle qui simplifie le plus le calcul. Nous supposerons 
donc 

q étant la température à la station inférieure , et i étant déter- 
miné de manière que cette expression de z représente la tempé- 
rature à la station supérieure. Nous aurons 


/x= 


2/ 


partant 




(l±ll ^ 


. j-rr . log. ~ ; 
(g) ^ P ^ 


équation dans laquelle nous emploierons les logarithmes tabu- 
laires, au lieu des logarithmes hjperboliques, ce qui n’influe 
que sur la constante K, Exprimons par l la température à la glace 
fondante, et supposons 


q zzz. I -j- / ; z I "h" i! j 


nous aurons 


( t + f ) ) K 




, . log. 

(g) ^ P 


En comparant un grand nombre de mesures des montagnes par le 
baromètre, avec leurs mesures trigonométriqiies j Ramond a trouvé 

K-l 

que sur le parallèle de 5ô® , le coefficient ^estégal à i8536mèt. 
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Pour déterminer le coefficient /, nous supposerons que t et 
expriment des degrés du lhermoinètre centigrade de mercure, en 
partant de aéro. Si Ton considère un volume d’air invariable , 
à zéro de température^ chaque degré d’ciccroissement dans sa (em- 
pératiire , accroît également sa Force élastique ou sa pression ; 
raccroissement de pression correspondant à un degré du thermo- 
mètre est à fort peiT-près ensorte que si l’on nomme (/?) 

la pression ou la force élastique du volume d’air, à zéro de tem- 
pérature, nous pouvons supposer qu’à chaque degré du thermo- 
mètre cette pression s’accroît de (/;). 0,00575; mais cette pression 
est, par ce qui précède, égale à A.(/+ 0 *Pi ainsi l’on a 
Klf. L’accroissement d’un degré dans la température donne 

un accroissement de pression égal à A.p, ou à A/.p.-, ou en- 

• 

fin en égalant cette quantité à (/;). 0,00575, on a 

On aura donc, sur le parallèle de 5 o% 
r' = i 855 G*«^^-^ i-f-. •OjOo 5 'j 5 ^Aog.-^l~. 

Les pressions (p) P sont déterminées par les hauteurs du 
baromètre ; mais il faut réduire le mercure du baromètre à la 
meme température. J’ai trouvé par une expérience exacte , que 
le mercure se dilate de sa 5412'""' partie à chaque degré du ther- 
momètre ; il faut donc dans la station correspondante à la plus 
petite température , augmenter la hauteur observée du baromètre, 
d’autant de fois sa 54 i 3 **"‘' partie, qu’il y a de degrés de di/I*é- 
rence entre les températures du mercure du baromètre, aux deux 
stations. La température du mercure du baromètre n’étant pas 
toujours exactement celle de l’air ambiant , on fait usage , pour 
la déterminer, d’iui* thermomètre enchâssé dans la monture meme 
du baromètre. Cette correction de température ne suffit pas encore: 
il faut de plus réduire les hauteurs observées du baromètre , à la 
même pesanteur (g*) relative à la station inférieure. La pesanteur à 

la station supérieure est en nommant donc (h) et h 

les liauteurs observées du baromètre aux deux stations ^ et réduites 

O O a 
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à Ja même température ^ ces hauteurs réduites à la même pe- 
santeur du mercure, seront (h) et - — - — on a ainsi 

O+D 

log. = )og. + = log. (l + 0. 

~ étant une très -petite fraction, le logarithme hyperbolique de 
I + ^ est à très-peu près et parconséquent son logarithme ta- 
bulaire est -.0^4^42945 y on a donc 


>og*~ = Jog- ^ + ~-o,S6858ç). 

t 

Le coefficient n’est exact que sous le parallèle de 5o^ ■, il 

varie avec la latitude , et réciproquement comme la pesanteur 
Par le n^ 4^ troisième livre, si l’on nomme la pesanteur 
à l’équateur, et la latitude correspondante à , on a 


(àO = 0-{i + 


o,oo4‘^-o8 

0,739602 


sin".'^ 


}■ 


Il est facile dVn conclure que le coefficient 1 8336'"^^^ correspondant à 
5o‘^ de latitude , est pour une latitude quelconque 'Ÿ , égal à 
i835()”“'^- . (i + 0,002845.003. 2’i^). Cela posé , on aura pour déter- 
miner les hauteurs par le baromètre , la formule suivante 


336 1+0, 002845. C0S.2T j. 0, 00375^. 1^1 +0-JogS^ + ^.o,6^858()j* 

Il suffira de substituer dans le second membre de cette équation, 
au lieu de r, sa valeur que donne la supposition de r = o, dans 
le second membre. On pourra de plus supposer, sans erreur sensible, 
^=6566198'“ .Lescorrections relatives à la latitude et à la variation 
de la pesanteur sont très-petites ^ mais comme elles sont certaines, 
il est utile de les employer pour ne laisser subsister dans le calcul , 
que les erreurs inévitables des observations, et celles qui résul- 
tent des attractions inconnues des montagnes , de l’état hygromé- 
trique de l’air , auquel il serait nécessaire d’avoir égard , et enfin 
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de l’hjpothèse adoptée sur la loi de ladiminulion de la chaleur. Ou 
tiendrait compte en partie, de l’état lijgromé trique de l’air, en 'aug- 

mentant un peu le coefficient 0,00375 de dans la formule pré- 
cédente ; caria vapeur aqueuse est plus légère que l’air, et l’ac- 
croissement de température en accroît la quantité , toutes choses 
égales d’ailleurs. 3 e trauvc que l’on satisfait assez bien à l’ensemble 
des observations , en employant dans cette formule , au lieu de 

la quantité - ce qui change la formule 

précédente, dans celle-ci. 


=i8336'"''-( i-f o,oo2845.cos. 2Y j .|i 
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CHAPITRE V. 


De la chute des corps qui tovihent d'une grande hauteur. 


i5. U N corps qui , partant de l’état de repos , tombe d’une grande 
hauteur, s’éloigne sensiblement de la verticale , en vertu du mou- 
vement de rotation de la terre; cet écart bien observé est donc 
propre à manifester ce mouvement. Quoique la rotation de la 
terre soit maintenant établie avec toute la certitude que les sciences 
physiques comportent^ cependant, une preuve directe de ce phé- 
nomène doit intéresser les géomètres et les astronomes. Afin que 
l’on puisse comparer sur ce point , la théorie aux observations , 
je vais donner ici l’expression de la déviation du corps à l’occi- 
dent de la verticale , quelles que soient la figure de la terre et 
la résistance de l’air j Je ferai voir de plus (jue sa dévialion est 
nulle vers l’équateur. 

Soient jr , / , j:, les trois coordonnées rectangles du corps , l’ori- 
gine de ces coordonnées étant au centre de la terre , supposée 
immobile , et l’axe des a; étant l’axe de rotation de cette planète. 
Soit r le rayon mené de ce centre au point d’où le corps tombe •, 
6 l’angle que r forme avec l’axe de rotation *, et « l’angle (pie le 
plan passant par r et par l’axe de la terre , forme avec le plan 
passant par le meme axe , et par l’un des axes principaux de la 
terre , situés dans le plan de son équateur. En nommant X, JT, Z , 
les coordonnées du point d’où le corps tombe , on aura 

X = 7\C0S.93 

JF=r.sin .9.cos,(/z/+«)^ 

Z=r.sin .9.8in.(///+a)) 


SECONDE PARTIE, LIVRE X. 295 
7it + 'JT étant l’angle que le plan passant par r et par l’axe de la 
terre forme avec le plan des x et des j", cnsorte que nt est le mou- 
vement angulaire de rotation de la terre, et t exprime le temps. 

Supposons ensuite que relativement au corps dans sa chute, 
r se change en r — n.s , Q dans 9 -i- xu , et <îsr dans on 

aura r 

a; = (r — *s) . cos. ( 9 + et//); 


^ = (r— -et5) . sin. • cos.(//f+.73--j-«r) ; 

Z = (r — a^) . sin. ( 9 -{-au) . sin.(//r-f-<ar-f-ai'); 


Nommons F" la somme de toutes les molécules du sphéroïde ter- 
restre, divisées par leurs distances au corps attiré. Les forces dont 
ce corps est animé par ^attraction de ces molécules, sont paral- 
lèlement aux axes des, a: , des j et des z, (^)/ (^)» (^) > 
comme il résulte du n° ii du second livre. Pour avoir égard à 
la résistance de Pair , nous pouvons rcprésenler par (p. Çccs , 

l’expression de cette résistance , lorscpie le corps en tombant , part 
de l’état du repos ; car la vitesse du corps, relative, à Pair considéi'é 
comme immobile , étant considérablement plus grande dans le 
sens de r , que dans le sens perpendiculaire à r, ainsi qu’on le 
verra bientôt, l’expression de cette vitesse* relative est à très-pçu- 

près, Si l’on fait pour plus de simplicité , 7* = i , la vitesse 


relative du corps dans le sens de Q est et dans le sens de 3*, 

elle est ^gale à a. sin. 9 } la résistance de l’air sera donc 





ds 


*“dt 




ds 


A . 

dt 




ds 


A . - 7 - 

dt 


(X . ^ J dans le sens de r j 


a . ~ ; dans le sens de 0 j 


ct.^. sin. 9 J dans le sens de 
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Nommons S le facteur 
vitesses virtuelles , 




ds, 

dt 


5 on aura par le principe des 


A (hli 

0 = J'*.y 




dilz 

■ IF 


— *S’.irr.ct^-f-5'.cr0.a.~ + 5.cr^.sin‘. 


la caractéristique différentielle «T se rapportant aux coordon- 
nées r, 0 et ^ , dont x ,y z sont fonctions. En substits.iant pour 
x^y, Z, leurs valeurs précédentes, on a en négligeant les termes 
de Tordre ût% : 


r f dds dv ... O ds^ 

0 rzzSr. < — et.— 2:6 .nr.- 7 -,sin*.e— £d5.-7- > 

I dt^ dt dt f 

. O ra f ddll dv . . -, du ^ 

-f- . (Tô . I et . - — 2 «tn . . sin . ô . coè . 0 -f- cfcvS . ^ 1 

• ' f ^ ds ' i IX 

t ï -, ' 2 :t;î . ^ . sm*. 9 , 

-f-r*.crBr.^et.-^.8in^. 0-l-2ct/îr.^.sin.9.cosJ— — 6 

Éw)^.sin*. (ô+«tu) }. 


I/équilibrc de la couche d’air, dans laquelle le corps se trouve ^ 
donne par le n® 35 du premier livre, 


o=s:cr/^+~.cr.{(r — (X5*)*.sin\(9+a//)} J ( 2 ) 

pourvu que la valeur de cTr soit assiijétie à la surface de la couche 
de niveau, où la pression est constante par le n° 22 du troisième 
livre. Sok à cette surface, 


r = a+jK 

y étant fonction de fl, de ^ et de a, a étant constant pour la 

même 
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même couche. Si l’on désigne par Q la fonction 

^ H-7-{(^—a.y)*.8in*.(â + «/)}; 

Tequation (2) devient 


en ajoutant cette équation à l’équation (i), on aura 

° = a*nr. J. sinV S-uS.§j 

+ ^.sin.ê.cos.ê + xS.^I 


du 

dt' 




dî sin.î* 


du 


• 2An . -J — . aS . -j- 

dt r ' dt 


.sin. ô| 


Si l’on égale .à zéro les coefficiens des variations J'i-, SQ et J'^ar, et 
si l’on observe que— exprime, par le n» 36 du livre JII, 

la pesanteur que nous désignerons par on aura, en prenant 
pour unité le rajon r, ce que l’on peut faire ici sans erreur sen- 
sible, les trois équations suivantes: 


dds d^f ds 

O = -f . s.n“. a + *5 . - g ; 

ddii • /I M ^ du /d\\ 

° • -s* - ^ ^ • i?F -ê:- (i) 

dd\/ . du . ds . . dv 

® «•-^•sin.ô-f.2«fcn.^.cos.ô— sin.ô ct^.^.sin. 


sin. ô 



iC^> 


L’inspection de ces équations fait voir que ùls est relativement 
a cLii et cLt^ y du même ordre que l’unité relativement a 

W')‘ “•;77 d» même ordre (jne , et par- 

conséquent 2a«. . sin’.S est de Voïdve Si l’on prend 

M^can, cél. Tome IV. P p 
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pour unité de temps, la seconde décimale ou la cent-millième par- 
tie du jour moyen; n exprime le petit angle décrit dans une se- 
conde, par la rotation de la terre : ni est ce mêm'e angle mul- 
tiplié par le nombre de secondes que dure la chute du corps. Ce 
nombre est toujours assez petit, pour que le produit nt soit une 
très-petite fraction que Pon peut négliger relativement à Punité ; 

on peut donc supprimer le terme 2 a,n,~.sin^,' 9 , de la première des 

équations précédentes , et le terme — sin.ôcos.â, de la 
seconde de ces équations. On peut, par une raison semblable, 
supprimer le terme cos.6, de la troisième de ces équa- 

tions qui se réduisent ainsi aux suivantes : 


dds 



-j— CL . S 
— CL . S 


(h 

'Tt 

du 

‘dt 





dd^ 

:a.^.sin. 


sia.Q + aS 

dt dt sin. e 


du 


S étant une fonction de as et de la première de ces équa- 

tions donne as en fonction du temps /. Si Pon fait 



on salisfera à la seconde de ces équations; pareeque g 

peuvent être supposés conslans pendant la durée du mouvement, 
vu la petitesse de la hauteur d’où le corps tombe, relativement 
au rayon terrestre. Cette manière de satisfaire à la seconde équa- 
tion est la seule qui convienne à la question présente dans la- 
quelle ^ et ^ sont nuis, ain^i que $ et^, à l’origine du mou- 


vement. Maintenant, si Pon imagine un fil à plomb de la lon- 
gueur AS , suspendu au point d’où le corps tombe; il s’écartera 

au midi du rayon r, de la quantité parconséquent, de 



SECONDE PARTIE, LIVRE X. Î99 
^ la quantité le corps, eu tombant, est donc toujours sur les 
parallèles des points de la verticale qui sont à la même hauteur 
que lui \ il n’éprouve ainsi aucune déviation sensible vers le midi 
de cette ligne. 

Pour intégrer la troisième équation, nous ferons 

et nous aurons 

dds/ , ^ dv' ds . y, 

O =0t. -3^ + .3^.sin. fl. 


Le corps s’écarte à l’est du rayon r, de la quantité at^.sin.ô, 
’ mais le fil à plomb s’écarte à l’est de ce 

rayon, de la quantité av est donc Técart du corps, 

à l’est de la verticale. 


Supposons maintenant la résistance de l’air proportionnelle au 

carré de la vitesse , ensorte que 77/ étant un coefficient 

qui dépend de la figure du corps et de la densité de l’air, den- 
sité variable à raison de la hauteur, mais qui peut être ici sup- 
posée constante sans erreur sensible : on aura 


dds , , ds^ 

Pour intégrer cette équation , nous ferons 


et nous aurons 


CCS = log. / ; 

m ^ ^ 



mg ’s ; 


ce qui donne en intégrant, 

étant le nombre dont le logarithme hyperbolique estTunité, et 
A et J3 étant deux arbitraires. Pour les déterminer, iiousobser- 

P p2 



000 
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verons que as doit être nul , lorsque ^ = o , ce qui donne alors 
s' ;= i, et parconséquent 

S zzz I • 

De plus, a doit être nul avec t, et parconséquent aussi a 
ce qui donne 

yi — ^ S — O 5 

on a donc d’où l’on tire 

et en réduisant en série 
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En intégrant de manière que v' soit nul avec on aura 


3oi 


CCP = — ./.sin.0- 

fJl W 


4^.sin.ô ^ ip 

7=-ang.tang.;- 


~y^g 


-‘-.[/wg) 




c +c 


m . y/ mg 

et en réduisant eir^rie 


CLV \ 


n^t^.sin. É 


On doit observer dans ces expressions de as et de ai^\ que t ex- 
primant un nombre d’unités de temps ou de secondes décimales, 
g est le double de l’espace que la pesanteur fait décrire dans la 
première unité de temps; nt est l’angle de rotation de la terre 
pendant le nombre t d’unités, et mg est un nombre.dépendant de 
la résistance que Tair oppose au mouvement du ‘corps. 

Pour avoir le temps / de la chute du corps et Técart vers Test, 
en fonction de la hauteur d’ou le corps est tombé; nommons h 
cette hauteur. On aura par ce qui précède, 


d’où l’on tire 


m/z 1. 1/ mg 
2 C = C ^ - 


•t. ing 


y 

et ensuite 


etu =- 


277 . sin. 4 


771 


'Vr7ig\ 


-f- i — 1 — a.ang.tang 


J 


La hauteur h étant donnée; l’observation du temps t donnera la 
valeur de ttî , et l’on en conclura ai/ ou la déviation du corps à 
l’est de la verticale. On pourra encore déterminer m par la figure 
et la densité du corps, et par les expériences déjà faites sur la 
résistance de l’air. 


Dans le vide, ou, ce qui revient au même, dans le cas de 
yn infiniment petit, on a 

, 277h f j/^ iîk 
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On a déjà fait en Italie et en Allemagne, plusieurs expériences 
sur la chute des corps, qui s’accordent avec les résulta Is précé- 
dens. Mais ces expériences qui exigent des attentions très-déli- 
cales, ont besoin d’être répétées avec plus d’exactitude encore. 

i6. Considérons présentement le cas où le corps a un mou- 
vement quelconque dans l’espace. Repreuoiw j.Vurcela les équa- 
tions (.«4) du n" précédent, et supposons 

ctu = ocs -, 








cLu' et fltp' seront lea déviations du corps, de la verticale qui passe 
par le point de départ , l’une dans le sens du méridien , l’autre 
dans le sens du parallèle. Les équations (A) donneront ainsi 
lés suivantes /en faisant abstraction de la résistance de l’air , 

dds , dv . . ds / d\\ 

• rfF + (S ’ 

— f^y\ 1 ‘ùfo' ds /dy\ COS.1 dv' . /dy\ 

(-A 

d. 5 : 

— .sih, 0^ — — 1 . 

dt • im.a 

En retranchant des deux dernières équations, la première multi- 


pliée successivement par et et rejetant les produits 

de ces deux quantités par « 77 .^, formera 

les trois équations 
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ddu du' f. 

o = fi)t . aotw.-^.cos* 9 y 


ddu' , du n ds . 

\ dds , du' . « 

® > 2+ ® -5'- 

1 

Ces équations donnent, en les intégrant et fixant au point du dé- 
part, l’origiue des coordonnées a*-, au' et an', etl’origiue du temps t, 
à l’instant du départ, 

ec^/=Æ/.sin. 9 -f.^.^/^si^. 0 .cos. 0 “|-C.cos.ô.{cos.( 2 «/ 4 -^) cos.e} j 


dLV z=:^- 


•C . (sin. ( 2 / 7 /-f-e) — sin«fe } 5 


I 

as ~Bt. cos. . cos\Q — C. sin. 6 . (cos. ( 272 / -|-e) — cos. e }. 

B, C, e étant trois arbitraires que déterminent les vitesses ini- 
tiales du corps, dans Je sens des trois coordonnées. 

Supposons , par exemple , que le corps soit lancé verticalement 
de bas en haut, avec une vitesse égale à K. Les valeurs posi- 
tives de s étant prises ici , de haut en bas -, on aura , à 1 origine 

du temps t , ^ = — A. Ou aura de plus , à cette origine, ^-s=;oj 

dv' , 

•j-=:Oj partant 

o = B. sin. 9 — 2/iC . cos. 9 . sin. e -, 

O = — . sin.9 — 2nC .cos, 


d’où l’on tire 


• K = jB.cos, â-j- a/zC.sin .0 .sin . êj 


6 \sin. € 


A . sin. fl 


f.COS.Ê 


ce qui donne 


J5 = — K , cos. 9 
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«5=— • { I— 3»‘i*--C03.2n/}+ (3«/— sin 2rn) 

ni/=s — sin.fl.cos.fl.{^j-(3n/ — siii-2«0+^-(‘ — 2«’3*3-co3.2n/}J 

En réduisant ces expressions en séries , et négligeant les quan- 
tités de l’ordre on a 

»s = —Kt+i.gt*i 


a.u’^àzi O', 

ci.v’=z.^.ûrx.^.{gt-‘^K). 


Ces expressions nous montrent que- la déviation du corps, dans 
le sens du méridien, est très-peu sensible-, elle ne l’est que dans 
celui du parallèle. En supposant K nul, on a la meme expression 
,que ci-dessus, pour cette déviation. Si K n’étant pas mil, on 
cherche le point où le corps doit retomber ^ on fera = o, ce 
qui donne gt:=;z 2 K, et parconséquent 



. A'^ . sin . d 


Pour réduire en nombres, cette formule ^ on observera que n est 
l’angle décrit par la rotation de la terre, dans une seconde, et 

cet angle est égal pareeque la durée du jour sjdéral 

est de 99727^^: il faut le réduire en parties du rayon , ou le divi- 
ser par l’arc égal au rayon, c’est-à-dire, par 6566 19'', 8. g est 
le double de l’espace que la pesanteur fait décrire aux graves 
dans la première seconde de leur chute, et ce double espace est à 
la latitude de Paris, égal à 7“'*'‘-,322i4. Supposons, par exemple, 
la vitesse K égale à par seconde- on aura pour Paris dont 

U latitude est de 54%3636, 9 égal au complément de cette la- 
titude , 
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titude , et parconséquent égal à 45%75G4, ce qui donne 



/ 5 oo>" Y 4 o ' 

\7"'; 0221 4 / *0,99727.6066*1 9", 8 


.8in./f5%7564- 


d’où l’on ri'^e 

^ , ùLv ’ = — 128'", 9 3 

c’est la quantité doVt le corps retombera à l’occident du point du 
départ 5 car la rotation de la (erre ajant lieu d’occident en orient, 
les (xp' négatifs ont lieu dans le sens opposé. 


Mêcan. cèu Tome IV4 


Qq 
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CHAPITRE V X- . 

■ 

Sur quelques cas où Von peut rigoureusement obtenir le 
moui^ernent d'un système de corps qui s'attirent, 

17 . Le problème du mouvement de deux corps soumis à leur 
attraction mutuelle, peut être résolu exactement, comme on Ta 
vu dans le second livre*, mais lorsijuc le sysicme est composé de 
trois ou d’un plus grand nombre de corps, le problème, dans l’état 
actuel de Tanalyse, ne peut être résolu (]ue par approximation. 
Voici cependant quelques cas où il est susceptible d’une solution 
rigoureuse. 

Si l’on conçoit les difïerens corps disposés dans un même plan, 
de manière que les résultantes des forces dont chacun d’eux est 
animé , passent par le centre de gravité du système , et que ces 
diverses résultantes soient proportionnelles aux distances respec- 
tives des corps a ce centre *, alors il est clair qu’en imprimant 
au système un mouvement angulaire de rotation autour de son 
centre de gravité, tel (|ue la force centrifuge de chaque corps 
soit égale à la force qui le sollicite vers ce centre*, tous les corps 
continueront de se mouvoir circulairement autour de ce point , 
en conservant entre eux la même position respective, ensorte qu’ils 
paraîtront décrire des cercles les uns autour des autres. 

Les corps étant dans la position précédente, si l’on imagine 
que le polygone aux angles duquel on peut toujours les supposer , 
varie d’une manière quelconque, en conservant toujours une 
figure semblable *, il est visible que la loi de l’attraction étant 
supposée proportionnelle à une puissance quelconque de la dis- 
tance , les résultantes des forces dont les corps sont animés , 
seront à chaque instant entre elles, comme les distances des corps 
au centre de gravité du système. Cela posé, concevons que l’on 
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imprime aux difïc'rens corp^, des vîlesses proportionnelles à leurs 
distances ace centre, et dont les directions soient également in- 
clinées ûux i*ayons menés de ce point à chacun des corps, alors 
les polj^yones formes à chaque instant pcir les droites qui joignent 
ces cor(L\ .seront semblables*, les corps décriront des courbes sem- 
blables, so|\aujour du centre de gravité du système, soit aulour 
de fun d’eux, cr :es courbes seront de la meme nature que celle 
que décrit un corps* attiré vers un point fixe. 

Pour appliquer ces théorèmes a un exemple, considérons trois 
corps dont les masses soient m y ni y ni y et qui s’attirent suivant 
la fonction (p(/') de la distance r. Soient x et / les coordonnées 
de ni y rapportées au plan qui joint ces trois corps, et au centre 
de gravité du système; soient x‘ et y' les coordonnées de m , et 
x'‘ et /' celles de ni\ La force qui sollicite ni pajrallèlemeul à 
l’axe des x sera 

7n'.^^.{x — x')-^ni\^^ .(x — x^)', 

s étant la distance de ni à ni y et s étant la distance de ni à 
La force qui sollicite ni parallèlement à l’axe des y sera 

w'- ^ • (7-/) + • (/ -/)• 

Pareillement, la force dont ni' est animé parallèlement à Eaxe 
des X sera 

— x) + 7?i . — tt ^ . [x — X ) ; 


s'' étant la distance de m' à ni\ La force qui sollicite ?n' paral- 
lèle iixent à l’axe des y sera 


m. 


Enfin les forces, qui Sollicitent m* parallèlement aux axes des a;* 
et des y'' seront respectivement 

.(x" — . {x^'^xf)] 


m<p{s') .(/— 7) + /»'.^ . (/—/)• 
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Mainfr^nant, pour que la résuUanle des deux forces qui solli- 
citent m parallèlement aux axes des x et des/, passe par le centre 
de gravité du système, il est nécessaire que ces forces* soient dans 
le rapport de X' à /5 on aura donc j 

m'.-™— .(.r — a:') zn". . (x — x"):^Nx,y 

m'. ■ (/—/) + m". ^ . (j — /) = Aj i 

K étant une quantité quelconque. I.a force qui sollicite m vers 
le centre de gravité sera K On aura pareillement, 
en considérant les forces dont ni est animé , 

. (x' — 0.")= JÏV; 

-J) + . {y'-/) = KY -, 

ce qui donne pour la force qui sollicitent 7;z' vers 

le centre de gravité du système. Pour que cette force soit à celle 
qui sollicite le corps m , dans le rapport des distances des deux 
corps à ce centre, il faut que l’on ait K — K', et comme on doit 
appliquer le même résultat aux forces dont ni' est animé, on 
aura les trois équations suivantes : 

w . ^ ) + jn". . (x'—x") =:ICx'A -, (a) 

m . . (x"— x) + m'. . {x"—x') = Kx'. J 

En changeant dans ces équations, a:, x', x\ eny, y\ y'', on aura 
celles qui sont relatives à ces trois dernières variables. 

Les équations précédentes multipliées respectivement par vi , 
vi\ m% et ajoutées ensemble , donnent 


0 = mx 4 - m'x' . + mfx" ; 
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équation qui résulte pareillement de la nature du centre de gra- 
vité. Cette équation, combinée avec la première des équations (u), 
donne , 




A 

en supposant doke =: s', on aura 


Si l’on suppose, de plus, s:=:^s% les deux dernières des équa- 
tions (t/) donneront la meme expression de K] d’où il suit que 
dans la supposition de cette expression satisfait aux 

équations (a) et aux équations semblables en j, y' ctj'. 

Si dans* cette supposition, on nomme r, r\ les distances res- 
pectives des corps w, tu ^ ni’ y au centre de gravité du système , 
les forces qui sollicitent ces corps vers ce point seront Kvy Kr y Kr^ 
ainsi, en imprimant à ces trois corps, des vitesses proportionnelles kr, 
r'y r” y et dont les directions soient également inclinées à ces rayons, 
on aura durant le mouvement, ^=6'=/^ c’est-à-dire, que les 
trois corps formeront toujours un triangle équilatéral, par les 
droites (]ui les joignent : ils décriront des courbes parfaitement 
semblables les uns autour des autres, et autour de leur centre 
commun de gravité. 

En nommant X et Y les coordonnées de ce centre, rapportées 
a un point quelconque; x et y celles du corps iiiy rapportées au 
meme point; x' et y' celles de m', et ainsi de suite; on a par le 
a* i5 du premier livre, 

X* J- q-(y~yy) ^ 

en prenant donc le centre du corps /n pour origine des coordon- 
nées, ce qui donner: et j- nuis, et 

X- -+• =: 7 * 5 

(x'--xy-\- (/ —y y =:s^-, 

(x^^x-y-h (/— i 

etc. 
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on aura 

^ ( m' -K ni ) . (jnni m'ni) . .s* ^ 


d’où l’on tire 


* 771 -|- ni' + ni ( ni -j- ni -j- ni" ) * 

(^m rn m'') .Y 


S = 


\/ ni ni' ni" ni"^ 


Fn substituant cette valeur de dans la (p(‘9) 9 on aura 

la loi de la gravitation du corps 7?i vers W centre de gravité du 
système. La force qui sollicite 771 vers ce point étant égale à /Lr, 

et K étant égal à cette force sera 


771^^771 77 ^^ 771 ''' . (p 


^ ni 4 - ni' 4" ni" ) . r 
ni^^ -p ni ni" 4- / 




On aura par Ja formule (5) du n® 2 du second livre , f équation 
de la courbe décrite par le corps 771 autour du même point , et 
parcoiiséquent celles des courbes décrites parles corps //^' et ///; 
puisque ces trois courbes sont semblables entre elles , avec des 
dimensions respectivement proportionnelles à r et /. 

Dans le cas de la nature^ = la force qui sollicite tjî 
vers le centre de gravité du système est donc 


(777'* + ni'nî’ -f 771"*) a 
( 777 -p m' 4- 111" )‘ . * 

Ainsi les trois corps décrivent des sections coniques semblables 
autour du centre de gravité du système, en formant constamment 
entre eux un triangle équilatéral dont les colés varient sans 
cesse, et s’étendent même à l’infini, si la section est une para- 
bole ou une hyperbole. 

Supposons maintenant que les trois quantités .y, 64 / ne soient 
point égales entre elles, que par exemple, ne soit point égal 
à et reprenons l’équation 




f(s') 


<p(0 ^(^)i 


On aura une équation semblable entre y et d’où l’on tirera 

a;:x' ::y :y'5 
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ainsi les deux corps m et ivl sont sur une même droite avec le centre 
de gravité du système, ce qui exige que les trois corps m, m', m" 
soient sur Ua même droite. Prenons à un instant quelconque, "cette 
droite pou| l’axe des abscisses, et supposons les corps rangés dans 
1 ordre ttz, //z , et que leur centre commun de gravité soit 
entre m et m'i Spit 

x'=\—i^x-, x'’ = —Vx-, 

supposons, de plus, que la loi d’attraction soit comme la puis- 
sance n de la distance, ensorte que (f (s)==i"; les équations (n) 
donneront , en observant qu’ici , s=:x,{i + 

Kz=. x"" \ . ( I +//.)" + 771" . ( I + y 

^.{771 . (i (1 + ^)"} = m.(i -|-^)“ — ml. (^V'^jxY 

Soit 

V' , Z , 

nous aurons 

I + F’=(i +/4) . (i+z), 

et parconséquent 


^ . [ 77Z' 4 - 77l\ ( 1 +-)”} — 771 — Vl^Z^ \ 

mais l’équation 
donne 

d’ou Ton tire 


O = 7nx 4- 77Ïx' 4- 
O = 77Z nifJL 77Ï'Vy 




m -f- m" ( i -f- s ) ^ 


on aura donc 

(di — m"z). {77/ 4 * (1 +2.)"} “ [771' 4 - 771'- (1 4 "^)} ■ 

Dans le cas de la nature où /z :=: — 3 , cette équation devient 


Ol=771Z*. ( ( I “f 2,)'^ — l I 77l'. (1 4“^)*- ( 1 — — 77 /. {( 1 4"^)^ 't 

équation du cinquième degré , et parconséquent susceptible d’une 
racine réelle j et comme dans la supposition de y le second 
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membre de cette équation est négatif^ tandis qu’il est positif dan^ 

le cas de z infini, z a nécessairement une valeur réelle et positive. 

Si l’on suppose que m soit le soleil , rti la terre et ri la lune j 
on aura à très-peu-près 



nî -f- m'*' 
Zm 


ce qui donne z=:~*- à-peu-près. Donc si à rorlglne, la terre et 
la lune avaient été placées sur une même droite, à des dis- 
tances respectives de cet astre , proportionnelles à i et i +701; ; 
si, de plus , on leur avait imprimé des vitesses parallèles et pro- 
portionnelles à ces distances *, la lune eût été sans cesse en op- 
position au soleil : ces deux astres se seraient succédés l’im à 
l’antre sur d’horizon; et comme à cette distance, la lune n’eût 
point été éclipsée, sa lumière, pendant la nuit, eût remplacé la 
lumière du soleil. 


CHAPITRE 
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5t5 


CHAPITRE VIL 


Sur altérations que le jnoiwement des planètes et des 
comètes peut éprouver par ht résistance des milieux 
qié elles traversent y et par la transmis ùon successive de la 
pesanteur. 


i8. IMAGINONS un fluide répandu autour dn soleil , et déterminons 
l’efïetde sa rc'sislance, sur le niouveuient des plarièles et des comèles» 
Nous nous sommes déjà occupés do cet objet , dans le cliapiire VX 
du septième livre; mais nous allons le reprendre ici avec plus 
d’étendue, et déterminer les altérations des orbites, pour un temps 
qucIcoïKjue. 


vSoit $ ba densité du fluide, à la distance r du centre du 
soleil. Si l’on nomme ds l’élément de la courbe planétaire, décrit 
pendant Tinstant r// ; on aura pour l’expression de 

la résistance que la planète éprouve dans le sens de son mouve- 
ment ; Æ étant un coetlicient constant dépendant de la ligure et 
de ia densité de la planète. Cette résistance décomposée parallè- 
lement aux coordonnées x et y du corps, prises dans le plau de 
l’orbite, donne les résistances partielles 



ds . 



Ayant donc représenté dans Je n“ 64 du second livre , par 

les forces qui sollicitent la plajiète dans le sens des x 
Megan, cél. Tome J y. 
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et des J, on aura ici 



On a ensuite par le même n% et en prenant pourrunité la somme 
des masses du soleil et de la planète , ' 

partant 



e étant le rapport de l’excentricité au demi-grand axe, et ^ étant 
la longitude du perihelie ; on a par le même n'* , 

d. (e.sm. ^)=dx . { -J (^)} + {xdy -ydx) . (^) -, 

d.<,e.co%.^)^dy\y{^-x{^] — {xdy--ydx) . (^). 

partant 

</.(e.sin.'îjr) = 2 /ï:,(f)(^i^ • {xdy— ydx)-, 

d,{e.co%.^)~— 2 K -(pQ)- . {xdy— ydx). 

Enfin on a par le n^ cité du second livre, 
dn = '^LtJi , d/î = ZK . an ,<p 

Au moyen de ces équations, on aura les variations des élémens 
de l’orbite, dues à la résistance du milieu^ car cette résistance 
n’altère point la position du plan de l’orbite. 

On a par le n® i6 du second livre 

xdy — ydx r= r^'dp zndt a ,{i “ J 

1 -f“tî-Cos. (w — 'sr)^ 
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de plus, on a 

ds = 3 

d’où To'^ tire 




ds 

dt 


r^dv . V/ 1 -f ae.cob. ( V' --<77 )4-^ 


a. (i— c'^) 

^ . 1 1 + 2p . cos. ( V — <7? ) + p"" ) ^ 


partant 


d. 


^ QK.(pÇi^.f-^du,^l +2P.C0S. (p— -ïïr) 

'« ’ ^r(7ir7)^ • 

Supposons qu’en développant la fonction 

K , cp {i + 2 ^. 008 . (i^— 

dans une série ordonnée par rapport aux cosinus de v — ^ et de 
scs niulliples, on ait 

A-j-eB ,cos.(p — C . cos.(2z^ — 3^)-f-etc. 

A y B y C y etc. étant fonctions de on aura, en négligeant 
les (juantités périodiques, 

^ J_ { 2 ( 1 4- ) -f- . 2?| . r/i; 

a\(i— t/y ‘ 

On a ensuite 

a: = r • cos. P ; j/* = 7\ sin. v/y 

d’où l’on tire 

, f'^du . . . . 

dx = TT .(sin. v + ^ . sin.^TéT )3 

dyzzzz -à / , ( cos« g . COS. ^ 

De là, il est facile de conclure 

( p.y/ B) . edv . sin . 'S- ^ 


d ,{e . sin.<t2r); 


P") 


, . V (2J\4-B).cdv,.CQ?>.^ 

^/.(e.cos.^) = > 


-Rru 
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et parconséquent 

+ ^ ) ,e(îv ^ 

d^üBT O ; 

ainsi le périhélie est immobile, et il n’y a d’altérr''iîon que dans 
le grand axe et l’excentricité de Torbite. 

Les deux expressions précédentes de de et de d.-^ donnent 

7 ( + ^’) • . ( I — . du 

^ ^ a . ^ ‘lA . ( 1 -f- -j- 2t ’'^ . By 

En intégrant cette équation différentielle, on aura ^ en fonction 
de a; en substituant ensuile cette ronction dans l’équatioi^ 

(i— 0'^)- ^ 

on aura en l’intégrant, v en fonction de a, et réciproquement a 
en fonction de v. 

Pour avoir la valeur de v en fonction du temps on obser- 
vera que si l’on rejette les quantités périodiques, on a du^ndt\ 
de plus, = partant 

} 

dt = a* . A'. 

Substituant pour sa valeur en fonction de et intégrant; 
on aura / en fonction de Vy et réciproquement en fonction de 

Dans le cas des orbites peu excentriques, on a, en négligeant 
le carré de 

A = Ka‘.^(^y, 

B=:-Xa-.fQ)+Ka.<t‘.Q)-, 

^'Câ) différence de divisée par la différence de i: 

On aura donc alors 
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da=z — 2 Atr * . dv . (p ; 

Î^=-A./z-.(<Z.<p(;;)+(P'Q}. 

^ G) toiyoprs positif, et <p"G} aussi positif, si, comme 

il est naturel de le ^supposer , cp augmente quand la dis- 

tance r au soleil diminue; ainsi, en meme temps que la planète 
SC rapproche de plus en plus du soleil, par Icflèt de la résis- 
tance du milieu, l’orbite devient de plus en plus circulaire. Les 
deux équations précédentes donnent 



g étant une constante arbitraire. On voit clairement que a dimi- 
nuant et ? Q) augmentant sans cesse, la valeur de e diminue 
sans cesse. 

19. Si la lumière consiste dans les vibrations d’un fluide élas- 
tique; l’aualjse précédente donnera Tcffèt de sa résistance sur 
le mouvement des planètes et des comètes. Si elle est une éma- 
nation du soleil; la mênie analyse donnera encore, avec quelques 
modifications légères, leffet de sa résistance. Ln eflet, on peut 
transporter en sens contraire, à la lumière, le mouvement réel de 
la planète, et considérer celle-ci comme immobile, ce qui ne 
change rien à leur action réciproque. Alors la lumière* agit sur 
la planète, suivant une direction un peu inclinée à sa direction 
primitive : elle commimiepie à son centre de gravité, suivant cette 
direction nouvelle, nue force que l’on peut ensuite décomposer en 
deux, l’une suivant le rayon vecteur de la planète, l’autre en sens 
contraire de la direction de l’élément de la courbe qu’elle décrit. 
Si l’on nomme ô la vitesse de la lumière , ces deux forces sont 

entre elles comme 9 est a Soit p la densite de la lumière, a la 

distancer du soleil; et (p) sa densité à la distance i; on aura 
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p — les deux forces dont il s’agit pourront donc être représen- 

tées par et ~ La première est en sens contraire^i de la gra- 
vitation vers le soleil, et comme elle suit la même Ipi, elle se 
confond avec elle, en la diminuant un peu. La seconde force est 
en sens contraire du mouvement de la planète, [n*oduit une ré- 
sistance à ce mouvement. En la comparant à la résistance 

on aura 



H 



Ce qui donne par le n° précédent, les trois équations 

, 1 9.11 (h^ 

d.(e. ~ . (xdj—ydx)-, 

d . (e .cos.®-)=— ~ . (xdy—jdx). 


Ces trois équations deviennent, en négligeant les qnanlités pé- 
riodiques, 



£>,// . . ( I 4* ) 


? 


d . (e . sin. 


ülJdv .e .s'in.v ^ 


d’où l’on tire 


d . (e , cos.'îir) 


çJJdv .c .cos. ^ ^ 
«■') ’ 


d ixr = O ’y 


de 


9lle .dv _ eda . ( i — p'' ) 


da ( 1 -|- P® ) . de ^ 

T p.(i — e'O ^ 


parlant 
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En intégrant, on a 

e 

aq , 

q étant une consfanfe arbitraire. En substituant pour a j cette va- 
leur dans rexpressioa de de \ on aura 

— — 

de — — illdi ^ . qc \ 
ce qui donne ^ 

e = {]L — Hv . qj , 

h étant une arbitraire égale à la racine carrée de e ^ lors(|iie v—o. 

2L 

On a dv .a^=.dt\ substituant pour a et leurs valeurs en e 
et de , on» aura 

2Hif. ( 1 — c")'^ 

d’ou l’on tire en intégrant 

é , ■ — - , 

« étant une arbitraire. Substituant pour c sa valeur en v, on aura 


i 



1 




II. . 


En réduisant en série et déterminant « de manière que v coni- 
luence avec le temps t-, on aura à très-peu-pres 

... 3/E(. +<■•') 

V = «/ H .ni, 

n , e et a étant relatifs à l’origine du temps. Le second tenue de 
l’expression de v est l’équation séculaire de la planète, due à 
l’action de la lumière. 

20. Déterminons maintenant l’inégalité séculaire correspondante 
de la lune. Si l’on marque d’un trait pour ce satellite, les quan- 
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titcs que nous avons désignées par a et n pour la planète que 

nous supposerons être ici la ferre ; et si Ton nomme a', y\ z' 

ses coordonnées rapportées aiî centre de la terre ses coordonnées 

rapportées au centre du soleil , seront ar-d- 

ainsi en nommant y' la distance de la lune à cet astre, on aura 

/— (.r + a;')^ + (7 +/ )^ + (^ + 

Il est aisé de voir par le n" précédent , que Taction de la lu- 
mière solaire produit sur le centre de la lune, et en sens con- 
traire de ses coordonnées, les forces 

//' (fix' + t/x) //' {dy-\^dy) jr {dz'+dz) 

7^ ‘ dt ^ P • dt ^ f • ~dt • 

Il faut en retrancher les forces dont le centre de la terfe est ani- 
mé par la meme action, pour avoir son mouvement relatif au- 
tour de ce centre , et ces forces sont, par le n° précédent. 


H dx ^ Il dy H d z, 

on a donc ici 

(S) 

(f) 

(© 

cc qui donne 

— id^''+dy'‘+dz'^) /H' H\ {dxdx' ^dyd^ +dzdz') 

’~p' dt dt ’ 

la caractéristique d ne se rapportant qu’aux coordonnées de l’or- 
bite relative de la lune. L’équation séculaire de cc satellite est, 
par le n’ 65 du second livre. 


ir 

dx' 

+ ( 

nr 

//\ 

dx 


• dt 

) 

\lt ’ 

//' 

• dt 

+ 1 

■ 


iy . 

* dt ^ 

H' 

dz' 

+ ( 

<//' 

//\ 

dz ^ 

-y. 

dt 

<f^ / 

* dt ' 


Ici 
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Ici fÀ, est la somme des masses de la terre et de la lune. Si l’on 
néglige les quantités périodiques, on a à très-peu-près 

' dt =^—.n‘dt. 

De plus, oiï avà fort peu-près 

— f <x<:'+yy + ^d) \ 
y-~r‘’V /• 

En prenant ensuite pour plan fixe celui de l’écliptique, on a à 
fort peu-près 

a: = ^ . cos. 7z/ ; y — a,ûn,nt) z=:o; 
a;'= cos.7z7; 

en négligeant donc les termes périodiques , on aura 


//r H'\ {dxdx +dydy ^dzdz') _ 

De là on conclut 


d/ï 




. ri dt . ( n' 


n). 


Ainsi réquation séculaire de la lune, due à Paction de la lu- 
mière, sera 

- . H' . n'\ (n' — n) . ; 

mais on a = et 7z*=^; cette équation devient ainsi 

L’équation séculaire de la terre est, par le n* précédent, en né- 
gligeant le carré de l’excentricité, 

2\/a ^ 

Mécan. cjél. Tome IV. S s 
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ainsi l’( 5 quation sdculaire de la terre est à celle de la lune, comme 

1 . U' . ' («—'O n' 

1 unité est a . 77. 

n U 

TV 

Pour avoir le rapport nous supposerons que les actions de 

la lumière du soleil sur la terre et la lune , sont proportionnelles 
aux surfaces de ces corps, ce qui est l’hypothèse Ta plus naturelle 
que l’on puisse faire. On aura les forces qui en résultent sur les 
centres de ces deux derniers corps , en divisant respectivement ces 
actions, par les masses de la terre et de la lune ; on a ainsi à fort 
peu-près 

surface lunaire X masse de la 1 erre ma«^3e de la terre X carré du demi - dianitH o- apparent de lali 

U surface terrestre X niasse de la lune masse de la lune X carre de la parallaxe lunaire 

On a vu dans le chapitre VI du livre VIT , que cette quantité 

est égale à Déplus, on a ^ = 0,07480153 d’où il suit 

que l’équation séculaire de la terre est à celle de la lune comme 
I : 65,169. 

21. Ces équations séculaires dépendent de l’impulsion de la lu- 
mière du soleil. Mais si cette lumière est une émanation du so- 
leil 3 la masse de cet astre doit diminuer sans cesse, et il doit 
en résulter, dans le moyen mouvement de la terre, une équa- 
tion séculaire d’un signe contraire à celle que produit l’impul- 
sion de la lumière, et qui est incomparablement plus grande. Il 
est facile de la déterminer par les considérations suivantes. Si 
l’on n’a égard qu’à la diminution de la masse solaire, la terre 
sera constamment sollicitée vers son centre 3 le principe des aires 
donnera donc 

= cr// , 

c restant toujours le même 3 or si l’on néglige le carré de l’ex- 
centricité , on a — ainsi a^n est une constante, quoique 

la masse du soleil diminue sans cesse. Soient n, et /z, les valeurs 
de a et de zz à l’origine du temps on aura , 

n*/z = aVz,. 

Nous observerons ensuite que la force centrifuge est égale au 
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carré de la vîlesse, divisé par le rajon; en négligeant donc l’ex- 
centricité de l’orbite , cette force sera ; mais elle est égale et 
contraire à la force attractive du soleil, c’est-à-dirc à sa niasse 
divisée ^par le carré de la distance. Soit i cette masse à l’origine 
de / , et I — a.t sa. valeur après le temps t, a. étant un très-petit 
coefficient poçstantj on aura 


Cette ecjuation , combinée avec la précédente, donne, eu obser- 
vant que .7^“= I , 


« = «, . (i — City. 

La longitude mojenne de la terre étant fndt, on aura, en né- 
gligeant le carré de «, 

n,i — «/;, . i‘ 

pour son expression. L’équation séculaire du raojen mouvement, 
due à la diminution de la masse du soleil, est donc 

— 0.77, . i‘. 

Comparons son expression à l’expression de l’équation sé- 

Z y a 

culaire due à l’irapulsion de la lumière. Si l’on nomme i le rap- 
port de la vitesse de la lumière à celle de la terre dans son or- 
bite, ian sera la première de ces vitesses, p étant la densité de 
la lumière au point de l’espace qu’occupe la terre, la perte de 
la lumière du soleil, dans l’instant <//, sera p ian,dt multiplie par 
la surface de la sphère dont le rayon est a) elle sera donc /r . p . ndt, 
oTT étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité. On aura 
ainsi 

a =: , î . p7î ; 

et parconséqiient l’équation séculaire due à la diminution de la 
masse du soleil sera 




Ss 2 
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Si Ton nomme 6 la parallaxe du soleil en parties du rayon , la 
surface d’un grand cercle de la terre sera La lumière 

reçue par ce grand cercle, dans l’instant dt, sera li'Tt .a^ Aandt, 
et comme cette lumière est animée de la vitesse ian^ son impul- 
sion sera, en la supposant absorbée par la terre, '' 

f ,dl) 

ce (]ui produit dans le centre de la terre, la /force 

É V . . P 


T étant la masse de la terre. Cette force, parle n* 19, est égale 
à on a donc 

éV . a^in . P 


I/éqiiation 
a = I , 


séculaire 


— devient ainsi 

2 \/a 


> 


3.'V. ï.n 
2 '/' 




en observant que 


I.es deux équations séculaires dues à la diminution du soleil et 
à l’impulsion de sa lumière, seront donc entre elles dans le rap- 

port de — Vi —,j,y ou de — - 1 a gy,. 

Si l’on suppose la parallaxe solaire de 26'', 4^05 , et la masse 
de la terre égale à y trouve ces deux équations dans le 
rapport de — i à 0,0002129. L’équation séculaire de la terre, due 
à la diminution de la masse du soleil , est à l’équation séculaire 
de la lune, due à l’impulsion de sa lumière, comme — i : 0,01 345 . 
Ainsi une seconde dans l’équation séculaire de la lune, produite 
par cette cause, correspond à 74^55 dans" l’équation séculaire 
de la terre ^ et comme on est certain, par les observations, que 
l’équation séculaire de la terre n’est pas de 18", il en résulte que 
l’impulsion de la lumière du soleil sur la lune, n’influe pas d’un 
quart de seconde sur son équation séculaire. 

Il résulte de l’analyse précédente, que depuis deux mille ans 
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la masse du soleil n’a point éprouvé un deux-millionièine de di- 
minution ni d’accroissement j car — étant l’équaiion sé- 
culaire delà terre, due à cette cause; si l’on suppose que t re- 
présente un nombre d’années sydérales; 77. sera égal à 400% et 
— a.t serd la diminution de la masse solaire. Soit donc 7=2000, 
et représentons par q degrés, l’équation séculaire de la terre, 
correspofadante ^ deux mille ans; on aura 

800c 00 

Les observations ne permettent pas de supposer q égal ou plus 
grand'^que |; ainsi a.t est au-dessous de 

22. Si la gi-avitalion était produite par l’impulsion d’un fluide 
vers le çenlre du corps attirant; l’analyse précédente, relative à 
l’impulsion de la lumière solaire, donnerait l’équdtion séculaire 
due à la transmission successive de la force attractive. En effet, 
il résulte de ce qui précède, (jue si l’on nomme l’attraction du 
corps attirant, par exemple, du soleil; l’équation séculaire du 
corps attiré, de la terre, par exemple, sera 

2. * ai ^ 

car alors on a par le nMq, § ce qui change dans 

la précédente, l’équation séculaire ; mais g est égal à la 

force centrifuge, et cette force est égaie k an^ 3 Téqualion sécu- 
laire du corps attiré est donc ^ i étant ici le rapport de Ja 
vitesse du fluide gravifique, à celle du corps attiré. 

Si l’on applique ce résultat à la lune, et que l’on nomme Nt 
le moyen mouvement .^ydéral de la terre, t exprimant un nombre 
d’années juliennes^ on aura l’équation séculaire de la lune, égale à 



Soit a! la moyenne distance du soleil à la terre 3 a celle de la 
lune 3 i le rapport de la vitesse du fluide gravifique à celle de la 
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lumière, et supposons l’aberration égale à 5 ; l’équation sé- 
culaire de la lune deviendra 

3 a 

2 • a' • \nJ * ? • 

On a vu dans le n'’ a3 du second livre, que l’équation séculaire 
de la lune est de f loi’sque l’on suppose /=ioo; en 

l’attribuant donc à la cause précédente, on aura 

y 5 IV* *0000 . sin. G?/', 5 

^ ~ 2 * a' ’ UV * ‘ 

En appliquant les nombres, à cette expression de on trouve la 
Vitesse du tluide gravifique environ sept millions de fois plus grande 
que celle de la lumière; et comme il est certain que l’équation 
séculaire de da lune est due presque en entier à la cause que nous 
lui avons assignée dans le sixième livre -, on doit supposer au fluide 
gravifique, une vitesse au moins cent millions de fois plus grande 
que celle de la lumière, c’est-à-dirc qu’il faudrait supposer une 
semblable vitesse au moins à la lune, pour la soustraire à l’action 
de sa pesanteur vers la terre. Les géomètres peuvent donc, comme 
ils l’ont fait Jusqu’ici, supposer cette vitesse infinie. 

Tl est aisé de voir que l’équation séculaire de la terre, due à 
la transmission successive de la gravité , n’est qu’un sixième en- 
viron de l’équation correspondante de la lune, et parconséquent, 
elle est nulle ou insensible. 



SECONDE PARTIE, LIVRE X. 


327 


CHAPITRE VIII. 


Supplément aux théories des Planètes et des 
Satellites. 


23 . J’AI donné dans le sixième livre , les expressions numériques 

des inégalités planétaires. Les soins (jiic j’ai pris pour n’omettre 
aucune inégalilé sensible , m’autorisaient à penser que les tables 
astronomicjues seraient améliorées par l’emploi de ceslbrraules, 
et me faisaient désirer que les astronomes les appliquassent à 
cet objet. Mes vœux ont été remplis par les travaux de Delambre, 
Bouvard^ Lefrançais, Lalande et Burkart. Ils ont comparé à 
ma théorie , un très - grand nombre d’observations , pour en 
conclure les élémens elliptiques des orbes des planètes : de 
mon côté j*ai revu avec une attention particulière la théorie 
de leurs perturbations-, et de la réunion de toutes ces recherches^ 
sont résultées des tables très-exactes de leurs mouvemens. Le nou- 
vel examen que j’ai fait de cette théorie, ne m"a indiqué d’inéga- 
lités sensibles à ajouter à celles que j’ai précédemment détermi- 
nées, que dans les mouvemens de Jupiter et de Saturne. Le rap- 
port presque commensurable de ces'mouvemens donne lieu, comme 
on l’a vu dans le second et le sixième livre, à des variations con- 
sidérables dans les élémens des orbites de ces deux planètes , et 
dont la période embrassfe plus de neuf siècles. Les variations de 
l’excentricité et du perihelie de l’orbite de Jupiter, dépendantes 
de ce rapport, produisent dans son mouvement, une inégalité 
très-sensible, dont l’argument est trois fois le mojen mouvement 
de Jupiter, moins cinq fois celui de Saturne. I.es variations ana- 
logues de l’excentricité et du perihelie de Saturne produisent 
dans le mouvement de cette dernière planète , une grande inéga- 
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litc dont l’argument est deux fois le moyen mouvement de Jupi- 
ter, moins quatre fois celui de Saturne. Ces deux inégalités peuvent 
être considérées comme de véritables équations du centre, dont 
l’excentricité et le périhélie varient avec beaucoup de lenteur; or 
les deux grandes équations du centre de ces deux plaii'Ntes donnent 
lieu à des inégalités très-sensibles ; en substituant floli^. dans les 
expressions de ces inégalités , au lieu de ces grandes équaf-tions du 
centre, celles dont je viens de parler; il e/\ résultera de petites 
inégalités analogues et qui peuvent être assez sensibles pour y 
avoir égard. Je vais considérer sous ce point de vue, les princi- 
pales inégalités de Jupiter et de Saturne, dépendantes des excen- 
tricités. 

On a trouvé dans le lŸ 35 du livre VI, que l’expression de cTp*'', 
renferme les inégalités 

— 427^078. sin. 2c ^ — 

I 74^ 800 . Sin.( 2/27 /2*7-f-2g'' — ) 

— ï 37^,225 . sin. ( 3/27 — 2/2^7 -j- 

+ 2G2'', i68 . sin. ( 3/27 — 2/2’7 + 3g'' — 2g"' — ) 

elles sont les plus considérables de celles qui dépendent des simples 
excentricités. La première et la troisième sont dues à l’équation 
du centre de Jupiter, +2^‘78in.(/2'7+ g’' — Par le n* cité 

du sixième livre, le mouvement de Jupiter est assujéti à l’inégalité 

-f-5si2",42<3.sin. 4- g’"' + 61°, 8669 — 5 /i' 2 -f + 25"'). 

Cette inégalité peut être considérée comme une seconde équation 
du centre de Jupiter , dont l’excentricité et le périhélie varient 
avec une extrême lenteur, leurs variations dépendant de celles 
de l’angle 5/27 — 2/2‘7. Cela posé, donnons à l’inégalité 

— 427", 078 . sin, ( 2/27 — /2’7 + 2g' — g’’' — 
la forme suivante : 

427", 078 , . . ^ 

26^ ' ‘ ^ 4. iji^t — a;i ‘7 + 2f^ — 2f '") • 

En y substituant, au lieu de 2^'''.sin.(/2‘7-f' g‘'' — l’inégalité 
+ 522",426.sin.(3/2’7 — 5/27 + 3g^'' — 5c'' + 61% 8669); 



on 
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on aura l’inégalito 




4 '’ 7",078 I, , r- ■ 

■ ~â?'~ • + *” — ‘St" + 6i“,86Gg ). 


En menant .pareillement l’incsalité 

y 

I Sy’jsaS . sin. ( 5/i'l — 2 /i"i -f- Se' — 2 e "' — <ar'v). 
sous cette forme, ' 

i37";925 


-^p-.3e'\ sin.(;a'74-ê”— .îjr’''+ 3/.V — 3/^-7+ 3«''—3ê''’) j 
on aura par la meme substitution l’inégalité suivante : 

— ■ 522%426 . sin. (— 2//7— 2Ê''+6i7iSG69). 


La seconde et la quatrième des équations (y^) sont dues à l’équa- 
tion du centre de .Saturne, -f- ae\sin.(«V-f-É’' — <sr''). Donnons 
à la seconde inégalité, la forme suivante : 


i_7^^oo 

20^ 


. 2 sill . ( /^7 4. 6^ 4. 727 _ 72 ^ 7 4. g- _ V J ^ 


Par le n'’ 35 du livre VI , le mouvement de Saturne est assujéli 
à l’inégalité 

— 2o6G",321 . sia. (n^l + é^ 4 62 °, 4 ‘ 25 o — 5 /iH + 2/1’ V — 5s''42=’''). 

Cette inégalité peut cire considérée comme une seconde équation 
du centre de Saturne, dont l’excentricité et le périhélie varient 
avec une extrême lenteur, leurs variations dépendant de celle 
de l’angle 5/77 — 2//'7. En la substituant donc au lieu de 
2 e''' . sin» dans l’inégalité précédente^ on aura 

celle-ci. 




2o66’,g3i .sin. («'7 — 3/27 + e” — Sc-’+Ga^/jaSo). 


Si l’on met pareillement la quatrième des équations (.</) sous 
cette forme, 

Mjécan. cél. Tome IV, Tt 
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. 2e\ sin. (n't 1" —“or' +2/1' t — 2n"t+2i' — 2é") j 

on aura par la même substitution rinêgalité suivante, 

— , 2oGG^;92i . sin. ( — — 2t + 62%4h’!:o). 

En substituant dans ces diverses inégalités leurs valeurs en ij 5 o^ 
données dans le n° 22 du livre VI, les quatre inégalités (yJ) don- 
neront les suivantes : 

3^G449 . sin. ( 5/z"/ — «'7 + 3.^ — — C : ^8669) 

+ 1^1711 .sin. (27z7 + 2é'' — Gi^SGGg) 

+ 5",o4Gg.sin. (3/27 — /2*7-f- 3t'' — e*'" — 62^,4^50) 

+ 7",5G95 .sin. (2/27 + 2^^ — 62^4^^^ ). 

Ces inégalités sont très-petites; mais comme elles peuvent être 
réunies à des inégalités semblables qui existent dans les tables , 
elles n’y apportent point de complication, et elles doivent leur 
donner plus d’exactitude. 

On a vu dans le 11® 12 du livre VI, que l’inégalité de Jupiter, 

522", 4^6 .sin. ( 3/2^7 — 5/27 + 3c’'' — 5ê'' + Gi%8G69) 

est le résultat des variations dans l’équation du centre et dans 
le périgée , dépendantes de l’angle 5/27 — 2/2'7. Soient J'é’’' et 
ces variations. L'inégalité précédente sera égale à 

2Je’7sin. (/2’7+€*''“'^*'') *— 2^*''.c/^^’''.cos. (/2’7 + 6’''— 

L’expression de la longitude vraie de Jupiter, en fonction de sa 
longitude moyenne, renferme, par le n® 22 du second livre, les 
deux termes 


ce qui donne les suivans : 
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Les dei(xjprcmiers 


cTe'*. sin.(2«'7+ aê'’— aar"') | x 
• e"J'‘sr'\ cos. (2rt'7 + aê '*— 2 w‘') j f 
J'e”'.sin.(3«'7-f- 2 ê'' — 2w") 
-e'’cr^'\cos.(3n'7H-3i”'— S.®-”) ( ' 


J (<?) 


Les deux jprcmlers de ces termes doiment l’inégalité dépendante 
de 4^^'7 — 5//7-4-4^^'' — ^ 5fc^ 4 “ 5o% 4^25 ^ que nous avons déter- 
minée dans le n'* 53 du sixième livre. Si Ton représente par 
/^.sin. (/2’74- ) Tinégalité de Jupiter, dépendante 
de 3/z ‘ 7 — 5/^7 aura 

' f=:z — 5/z7 + — 5£^ 4- + 6 i %8669 

2 cr(?'' = yt 7 . cos./; — . sin./. 

Les deux derniers termes de la fonction (Ç) deviennent ainsi 

' , e"' . P , sin. (3/z'7 4- 36”^ — ^2<r”^4'/^)i 

et parconséqucnt 

“ÿ- .e‘'\.532'',42G.sin. (S/z''"/ — 5/z’^/4* Se”' — 2 tF’^ 4 “ 6 i% 8669 ). 

r:ii ieuuxoar. 4 ) oxx xvotnhros. le coefficient de cette inégalité , on a 
la suivante : 


i\g 622 .sin. (5/z’7 — 5/z7 + — Se" + o8%8645). 

L’inégalité 

i 2 '', 422 .sin. (5/z’7 — io;z7 4-5é'^— iOé7 + 5'/%oj25) 

déterminée dans le n® 53 du livre VI, doit être affectée du 
signe — , comme il ,est facile de s'en assurer par le n® i3 du 
même livre. 

On a vu dans le n® 17 du livre VI, que dans tous les argu- 
mens de Jupiter et de Saturne, dans lesquels le coefficient de / 
ii’est pas 5fi^ — ou n’en diffère pas, de /z‘^ pour Jupiter , et 
de îV pour Saturne, il faut augmenter les longitudes mojennes 
;z‘74-€’'^ et 7 z 74 -€% comptées de l’équinoxe fixe de lySo, de leurs 

T t 2 
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grandes int?galités dépendantes de ^rft— 2 îV"'t, Si Ton veut em- 
ployer les longitudes moyennes ainsi augmentées, dans Tinéga- 
lité de Jupiter 

522^42G.sin. (5/^'7— 5/27 + — 5 é^ + Gi%866t)) ; 

en nommant et q"’ ces longitudes ainsi augmentées mettra 
riiiégalilé précédente sous celle forme, 

5a2',426 . sin. ( — 5i/^ ~ ( 3//^^ + 5//' ) + Gi^SGGg) , 

étant la grande inégalité de Jupiter, et étant celle de 

Saturne. Lu développant la fonction précédenje, on aura 

522%/i26,ün. (3<;'" — S^ + Gi^SGGg) 

— ( 3;/''^ -f- V' ) • 522%/^2G . cos. ( 3/7‘" — Sq"' + Gi ^SGGg ) ; 

on a à très-peu-prés, 

3yy‘''+ 5p'^:==^5joj<y,qo6,sin» (5/27 az/’V+Sé^— “:26*^+4%Sa55) j 

ce qui donne 

— (3/y '^4 ^p"') • . cos.(3^'^‘— 5r/^ + f 

( sin. ( — 5 (/^ + 5/i'^t — 2n^H + 5.'' — 28’^ + 66 ^ 7 nf^/ ') i 
= - 23''/t20 J ■ { _ si„ , ( 3, , V _ 5,^ V _ 5,,^ , , U - bs' + as ' ’ + 57», 0726 ) J 

On pent subslitucr sans erreur sensible , dans ces deux derniers 
termes, <r «f ‘7’’ ““ n"t, + i" et de + Le premier 

terme se confond alors avec l’équation du centre de Jupiter^ le 
second devient a tres-peu-pres égal a 

25", 4205. sin. (5</" — 10.^’ + 57', 0725). 

En le réunissant au terme 

— i2",423i.sin.(5(7”'— i07’ + 57%0725)j 

on aura 

lo", 9984. sin. (59” — lo^” + 57%0725). 

On pourra ainsi employer q" et q', au lieu de n"i + e” et de 
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+ dans foutes les inégalités de Jupiter, à Texception de sa 
grande inégalité. 

Considérons maintenant I^inégalités du mouvement de Sa- 
turne , analogues aux précédentes. Elles sont beaucoup plus sen- 
sibles que -celles de Jupiter. Pour les déîerminer, nous observe- 
rons qyéjpdr le n"* 35 du sixième livre, le mouvement vrai de 
Saturne renferme les deux grandes inégalités dépendantes des 
simples excentricités* 

— 56i"^94o.sin. (a/^V — ) 

•4“ i5^in.(a/zV — 

la première de ces inégalités est due à Téquation du centre de 
Saturne^ H- a6'''.sin. 1'"— •1^''). En lui donnant celte tornie 

I 

— . 26 '' . sill. ( + J — -W’ + «7 — tt’7 + •— e”) j 



l’inégalité de Saturne 

— 2oG 6'',92 I . sin. (a/z'V — — • 4é^ + 02%4^.'jo ) ; 

qui, comme nous l’avons dit, peut être regardée comme une 
seconde é(|ualion du centre, produira donc par sa substitution 
dans Tinégalité précédente, celle-ci: 


, aoCG',02 1 , sin . ( « '7 — 5«7 + e" — Jê'' + G2%4 25 ü ). 

La seconde des inégalités est due a l’équation du centre de 
Jupiter. En lui donnant cette forme , 


, 3 g * \ si n . 2/^7— -a/z’V ) ? 

2^,iv \ 

l’inégalité de Jupiter 

4- 5207,426 . sin. ( 3 // *7 — 5 /z 7 4- — 5 -^ + 6 i%SGCkj ) 

qui, comme on Ta vu , est une seconde équation du centre de 
Jupiter, produira donc, par sa substitution dans 1 inégalité piece- 
denle , celle-ci : 
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51Î 


” 5 ^ • 523 ', 4 a 6 . sin. («'V — S/i’/ + é>’ _ Sc^+ôi ^SCCkj). 

I.cs inégalités (Æ) donneront ainsi les deux suivantes : 

— • 16'', 2247 . sin. ( 5/^V — + Sé^ — — 62%42'^o) 

— io\q 858 . sin. ( 3/2 V — ?i"'t + Sg"" — g*"" — 6/%86^)o 

L’expression de la longitude vraie de Saturne, en fonction de 
sa longitude moyenne , renferme l’inégalité 

sin. ( 5/1^1 + 3g" — 3V"). 

En nommant donc et les variations de l’excentricité et 
du périhélie, dépendantes de 5;/"/ — 2/2'"/* on aura la fonction 

cTt?" .sin.(3/2V+5g"— 3^") ) 

( — e".<f^".cos.(3/2"/-f-5g" — 32«r") j ^ 


Pour avoir S e^'et cf'tîr", nous considérerons rinégalité de Saturne 

~ 2oG 6'^,92 I . sin. ( 2/2’ V — 2g’" — 4^'' + G^% 4 ^ 5 o)] 

en la supposant produite par la variation de l’équation du centre 
et du perilielie, dans le terme 2éî".sin. (//V + g" — -tjr"), nous aurons 
pour l’expression de cette inégalité, 

2cre". sin. (/2V + é" — — 2^". J^'ty^.COS. (/27 -|-c" — J 

d’où il est facile de conclure que la fonction (O) devient 

— .e" ,2QG6%g2l .sin. (2/2’"/ — 2/2V-|-2g’" — 2g"— 2Xcr"+G2%425o). 

Cette inégalité réduite en nombres, est égale à 

— io'’;Gi 77. sin.(2/2‘"/ — 272"/+2g*" — 2g" — i33%4682). 


L’inégalité 

— 25'", 50777 .sin. (4/2*7 — 9/2"^ — 9^^ — G7®,35 o 8) 
donnée dans le n® 34 du sixième livre, doit être remplacée par 
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cellc-ci : 

25.", Soy 7 7 , sin . ( 4« ”/ — — gê’ + ^7 % 5883 ) , 
comme il est facile de s’en assurer par le n° i3 du même livre. 

r 

II faut , comme on fa vu précédemment^ changer dans toutes 
les inégalités dé Saturne, + et dans et 

excepté dans la grande inégalité, et dans celle-ci : 

V 

— 2066'', 921 .sin. (2/^•7 — 4'^7+2 c''^ — 4é^--{^62%4^5o), 

Si l’on veut cependant/ employer et ç"' dans cette dernière 
inégaJjt/ .-jQn, Jiiî '.’i,ifnera la forme suivante : 

— 2066'', 92 1 . sin. (21/"^ — 4<7^ — 2/;*^ — 4p'' + G2%4^5o ) ^ 

çf- _pr ]0S deux grandes inégalités de Jupiter et de 

Saturne. Cette inégalité donne par son développement 

— 2o66%^2 I . sin. ( 2ê/'^ — 4ç'' + G2%4^5o) 

+ 2o66",92 I . ( 2 /?*'' + 4p'') • cos* ( ~ + G2%4 ^o). 

On a à tres-peu-près 

aoS6',9î2i . (î2p^ .cos. -}-62®425o) 

„ f sin. (3(7*^ — + — 25^^^+ ^7^,2645) 1 

— 71 — sin, (2^*'^-^ 4(/'' — 5n7+2n>7— 56^ + 21’" -f57%5855)r 

On peut, dans ces deux dernières inégalités, changer + 
et dans ç'"' et ç"'-, et alors la première se confond avec 

l’équation du centre de Saturne. La seconde devient 

— 7 5928 . sin. (4^'"' — 99"' + 57%5855). 

Lu la réunissant à cellc-ci : 

2 5", 5078 . sin . ( 4 ^^' V — 9« V + " — 96’ + 57°, 5855) ; 
on aura l’inégalité 

— 46',o85o.sin. — + 5 f, 5855). 

On pourra ainsi employer g" et </’, au lieu de et de 



r,36 MÉCANIQUE CELESTE, 

;;'/ + £% cl ans tontes les inégalités de Saturne , à l’exception de 
la grande inégalité. 

Il faut, pour plus d’exactitude, augmenter q"’ de l’inégalité 

g5'’,757 .sin. — ;/7 + Sê'"* — € — , 

qui, par le n'" 55 du livre VI, dépend de l’actïon i’iîranus/ 
et qui, comme on l’a vu dans le meme n% doit Être appliquée 
au mojen mouvement de Saturne, 

En réunissant les inégalités précédentes, à celles qui ont été dé- 
terminées dans le sixième livre: j’ai obt'^nu les formules des 

’ 

longitudes vraies de Jupiter et de Saturne. Pom jitii Cl aiix^ 

observations, Poimird a fait usage des oppositions de Jupiter et 
de Saturne, déduites principalement des observations de.Bradley 
et de Maskeline, et de celles de l’Observatoire de Paris, dans 
ces dernières années. Ces observations ayant été faites avec d’ex- 
cellentes lunettes méridiennes et les meilleurs quarts de cercle , 
et embrassant un intervalle de plus d’un demi-siècle; elles offrent 
par leur précision et leur grand nombre, le moyen le plus exact 
pour corriger les élémens du mouvement elliptique. On a ainsi 
obtenu, depuis 1747 jusqu’en 1804 inclusivement, cinquante oppo- 
sitions de Jupiter et cinquante-quatre oppositions de Saturne. Elles 
ont donné autant d’équations de condition , entre les corrections 
des élémens elliptiques du mouvement des deux planètes; mais 
comme la valeur de la masse de Saturne présentait encore de 
l’incertitude , on a fait entrer sa correction dans ces équations. 
Il a été facile de reconnaître qu’il fallait diminuer la valeur 

donnée dans le sixième livre, de — et la réduire à 5^777 — rj > 

celle du soleil étant prise pour unité. Cette correction essentielle, 
évidemment indiquée par les observations précédentes, et encore 
par celles de Flamsteed, est un des principaux avantages de nos 
formules. Leur exactitude jointe à la précision et au grand nombre 
d’oppositions employées , doit faire préférer ce résultat à celui 
que donnent les élongations observées de l’avant-dernier satellite 
de Saturne, vu l’extrême difficulté d’observer ces élongations, et 
l’ignorance où nous sommes de l’ellipticité de son orbite, La com- 
paraison de nos formules avec les oppositions de Jupiter, n’a 

indiqué 
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indiqué aucune correction à Ja valeur de sa masse. Si l’on con- 
sidère, en effet, les observations de Pound, que Newton a rap- 
portées dans le troisième livre des Principes mathématiques de 
la Philosophie naturelle ; on voit qu’elles donnent avec exactitude 
la masse de Jupiter, tandis qu’elles laissent un peu d’incertitude 
sur celle de* Saturne. Nos formules conduisent donc à la inènie 
masse de Jupiter, que les élongations observées de scs satellites, 
et il est curieux de v*oir le même résultat conclu par deux moyens 
aussi differens. J’ai cherché à déterminer de la même manière, 
la correction delà masse d’Uranus , sur laquelle il y a plus d’in- 
certitude qu’à l’égai^ de la masse de Saturne, l.es observations 
m’dht de correction sensible dans la valeur de cette 

masse; mais son influence sur le mouvement de Saturne est trop 
peu considérable, pour pouvoir compter sur ce résultat. Les oppo- 
sitions dont je viens de parler, sont très-propres à déterminer les 
moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne; pareeque les deux 
^ grandes inégalités ayant été à leur maximum dans l’intervalle 
que ces oppositions embrassent, et parconséquent ayant peu varié 
dans cet intervalle, l’iiieertitude qui peut rester encore sur la 
grandeur de ces inégalités, n’a point d’influence sensible 
détermination des moyens mouvemens par ces observatiirffTfaussi 
ai“je eu la satisfaction de voir que mes formules représentent 
aussi exactement qu’on peut le desirer , les anciennes observations 
rapportées par Ptolémée, et les observations arabes. Voici main- 
tenant ces formules dans lesquelles j’ai introduit les corrections 
que les çquations de condition ont données pour les élémens 
elliptiqiles des deux planètes et pour la masse de Saturne. Dans 
ces formules, / représente un nombre quelconque d’années ju- 
liennes, ou de écoulées depuis le minuit commeiKjant 

le premier janvier de lySo. 

Fonmdes du mouveynent héliocenïriqae de Jupiter. 

Soit 

n"t 4- 4 %i 8 i :>5 -j~ /. 35^72 1 1 lo ; 

?t't + fc' = 237 %o 72 i<) + t. ir >%579557 -, 

4- e” = 355%9G7'53 + t. /|',7Go7 10. 

Mécan. cél. Tome IV. Vv 
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Co8 irol» quantités sont les longitudes moyennes de Jupiter, de 
Saturne et d’Uraniis, comptées de l’équinoxe lue de lySo, et 
réduites au minuit commençant le premier janvier lySo. 

Soit encore 

tar- = 1 i«/,88G2 + /. 2o'', 427788 + r.o",ooo'6i76; 

g^o,gGi70-f-/. 59",7364i8 + r.o'>oo4963;, 
g” = jo8%82267 + /. io5"y9"9595 j 
6' =i23%8834i+/. 94"j6775oo-,'i^ 

et étant les longitudes des periheliesrér ft «' 
celles des nœuds ascendans, comptées du même équinoxe et e 
la même époque, on aura 

f San— 2»"'/ + 51’— as”' 

v==n■V + .'’ + {3720^3S-f.o^u.68^-^^o^ooo.o78}.M^.| + 5V^^^^^ 

^4o^66.si„.2.{5a>l-2a.. + 5.»-2*■• + 5^oo93-^24^^^^^^^^^ 

,4^lu^4l-^•o^2738+t^oW534}■5in. } 

+ C94^72-t.o^oo53).sin.2{5«V-2n•’'t^-5é'-2l■r+5^o5.o-^237^84+^^o'',.o363: 

-f95",76.sin.(3rt''‘t— «’f+Ss''— 95°, 0779)- 

La précession annuelle des équinoxes étant supposée de i54',G3 ; 
la longilude vraie v" de Jupiter dans son orbite , et comptée de 
l’équinoxe moyen, sera 

/ (6i2i5'',28+M',9549)-si'’- 

|_|_( i838",54+^.o",n62).sin.2.(<7'’— 5r'')j 

)_f.( jG", 5^+1. o“',ooj2).sm.5.{(/"'— ‘tir") ^ 

|_j_( 5'',654-/.o",ooo5).sin.4 ( 7 ’''— ar”) 

(_j_ o',i9.8in.5(7”' — 'W”) 


v‘’=s:7'’+/. i54',63-|- 
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J J() 



r 

1 

247 ", 35 , 

.sin. 

( 7”- 

- 7 ' — 


4 -(>i 3 ",Gi. 

.sin. 

(27”- 

- 27’ — 


+ 

0 

C 

10 

.sin. 

(37”- 

- 37' ) 

+i 

+ 

I i",52 

.sin. 

( 47 ''- 

- 47 ’) 


4 - 

5",20 

.sin. 

(57”- 

-57'+ 


4 - 

i",25 

.sin. 

(67”- 

-G7*) 


1+ 

o". 5 i , 

. sin . 

(77”- 

- 77 ’) 


r (4o6’,o6-{-/,ÿ,02o5).sin.(ç'''—2/;''—i4%jS + /.4f,io) 
ïH • 4ç''-j-65%56) ' 

( ~i- io",4!>'Sin-(5(7"' — ■ toç'-j- Sy^oy) * 

^ <(« 55 ", 75 — /‘.o>i 38 ).sin.(rî, 7 ''_ 3 < 7 "— 68», 824./. 8 i’, 25)1 
v4'',84.sin.(4y''' — G 7 '' + Go% 48 ) ‘ J 

H- ( 49 (^", 7 ^'— / • o',o 1 3 1) . sin . (37-' — 5 ^' + Ci “,87 + M 55 ", 89) 

— 4 G", 84 .sin. (37''' — 4,;' — G9'’,79) 

+ 37'’,5g.sin, (3y''' — 27 ’ — . 9 ^ 79 ) 

4 - 29 ", 07 .sin.( 37 ' _ 7" 4.75», 78) 

( 33 ", 81 .sin, ( 7 ’ + 49 % 94 )> 

^ — 1 5", 91 , sin. ( 27 ' 4 . 5 o% 78 )^ 

4- 33'',78.sin. (47” — 87’ 4* 64%4G) 

— i 5 *, 73. sin. ( 27 ” — 7 ’_f_i 7 ^^, 3 ) 

4- 5',73.sin, (47” — 27 ’ — 3%g8) 

— ( 5 ^*^ — 6 y^-f- 7 D% 5 o) 

4- 5 "^o 8 .sin.( <7‘'' + 9''+ 5 o% 54 ) 

^ — S'^^aS.sin. ( — 9"^')) 

+ J 4- .sin. — 2ç^') \ • 

( 4" o'', 14. sin. ( 5 ^»' — 3 y"') ) 


< 7 '"' ctant cgal a 7z‘74-é^' dans la formule pr(5cüden(e. J’ai com- 
pris sous une même parenthèse tous les argumens qui peuvent 
être réduits dans une meme table. I.a réduction à l’écliptiquc 
vraie se fait suivant les méthodes connues; elle est ici égale à 

V V 2 
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-f- 83 '^, 8o . sin. ( 22;''^ — 

Le rajon vecteur de Jupiter est donné par la formule sui- 
vante : 


= 5^208755 + /. 0^00000037 18 


(0^249994 + / . 0^00000789) . cos. ( 

,006004+ /.o,oooooo 37 i 8 ).cos, 2 ( 7 ’^ — I 
I +(0,000217 + /. 0,0000000206 .CoL 3(7''' 

+ 0,0000 10. cos. 4 •(9’’' — 


+ 


o,ooo 652 .cos.( — ç "' — i%5o) 

— o,oo' 2783 .cos. (217'^ — 27'' — i%ï5) 

— 0,000287 .cos. (37’'^ — Sç '') 

— 0,000074 . cos. ( 4 ç ''' — 4 ç '') 

— 0,000026 . cos. ( 5f/’^ — 5(/^) 

— 0,000010. cos. (6^/''" — 6 ( f ) 


+ 


{ 


— 0,000264 • cos.( — 2q'^ — 24%88 +/. 58 ",o) 

— 0,000096.008. (ay*'" — 4 </''+ 56®,74 ) 


i 


— 0,000879.005. (27"" — 5(7’^ — 69^82 + /. 81 ^^,0) 

—(0,002008— /.O, ooooooo 5 o 2). cos. (57’''— 59'''+6 i%77+Ai 55, ""6) 

+ 0,000236 . cos. (Sr/’"^ — 4<7'' — 69^,06 ) 

— 0,000126.008. (5^*'' — 2<7^ — 8°, 4^) 


— 0, 000068. cos. ( 9'^ + 32 % 47 ) 
+ 0,000077 , cos. ( 2(7^ + 1 2% 1 3 ) 


} 


+ o,oooog 5 . cos. (4<7*^ “ — ^^**^99) 
— 0,000264.005. ( 5 y^ — 2Ç '"' — i 3 % 5 o) 


Enfin, la latitude héliocentrique de Jupiter, au-dessus de l’éclip 
tique vraie , est donnée par la formule 
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( 1 ^ 4^585 — o", 69773 ).sin.(^^‘'' — ô‘'') 

+ ï",95.sin.( 9*'^ — 29 ^^ — 6 o% 29 ) 

+ 5 "_, 28 .sin. — 3 </'' — Go%29) 

4 - I i", 56 .sin. {Sg'"’ — 5 (/'' 66% 1 2 ) 

— i% 65 .sin,( g"' -f-60%29). 


Tomiules du rnou rement heliocentrique de Saturne. 

La longitude v'* àj Saturne , dans son orbite , comptée de 
^ récj'tiinü\F"liiujcii est donnée parla formule 

(7 1 665 % 17 — / . 5%967 5 ) . sin . ^ ) ' 

i -{- ( 2520%02 / . 0 % 2 793 ) . sin . 2 . {if .133 '' ) 

+ ( 1 22^87 — / . o%02o 4) . sin , 3 . (7'^ — / 

-f - ( 6"_, 8 5 — / . 0% O 0 1 5 ) . s i n , 4 . 

o% 4 i ‘Sin. 5 .((/'' — 

89", 40. sin. ( y’ — y'’ + 8G%75)1 
— 92 % 53 .sin,( 2 </’'' — 2 g "^ — 6 %'à 7 fyj 
— 20% 2 7. sin. ( 3 y‘^ — 3 ^/'’) 

+ ( — 0", 07. sin. (47" — 4y') 

1 — 2 %i 5 .sin.( 5 i/''' — 5 < 7 '') 
o%84.sin. (6y''' — 6 g'') 

— o% 36 .sin.( 7 y‘'^ — 79-") 


— •(i29i%i4 + /.o%o682).sin.( g'" — 2g'' — 16%47 + ^» 

— (2o66\ 92 — / . o%o 477 ) . sin . (2<7’ — 4g'' + 62%45 + / . 1 52 % 77 ) 

— ( i 49 %o 5 — /.o%of)i i).8in.(3r/^ — <7*'' +86%49 — 106% 64) 
— 75%84 — /.o". 01 36). sin. (2^*^ — 5/7^+ 16%45 — /• 38%23) 
+ 54%8i.8in,( ^'" + 95 %ii) 

~ 46%o8 .sin. — 97" + 5 g% 5 g) 

+ 1 5 % 12. sin. (5/7’'" — 4 ^"' — ^/>7^0 
• 4 - 9%28.siii.(2/7'’ — < 7 ^-{- 35 % 23 ) 
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+ 9'',o6.sin.(V’'“ V + 

+ 4 ", 38 .sin.( 4 ' 7 ”-' V — 69 V/>) 

— 28",54.sin.( v’— < 7 ") I 

+ 44 ", 6o . sin. ( 27’ — 27''' ) I 

4- 5',9i.sin.( V — V' — 76 %o 6 ) > 

-I- o", 97. si 11.(4'/'' — 4 '/'') t 

4- o",28.sin.(59’' — 5 (/'') J 

4- 84'',47 .slti.( 27’ — + 26%59) 

4.3o",43.sin.( </'' — 2y’'+8o%22) 

4- 4'',70.sin.(3f/'' — 27''— 97*.95) 

4- 4’, 20. sin. ( i/- — 46%26). 

La rcduclion à rccliptique est ici 

4- 5oi",93.sin. (21^’ — aS’ ). 

Le r'à>un vecteur r’ de Saturne est donné par la formule 
suivante : 

r = 9,557335 — t. 0,00000167 

(0,536467 — /. 0,00002963). cos. ( 7’— '®'} 

4 -(o,oi 5 o 90 — 7.0,00000167). cos. (27’ — 2^'') 

4. ( 0,000659 — 7 . 0,000000 1 ï ) . cos. ( 57' — 2 ar' ) 

4- 0, 000022. cos. ( 4 '/’ 4 ^') 

4- 0,000540. cos. ( 7’ — 11°, 5 o) ^ 

0,00811. cos. ( 7"— 7’ + 4 % 4 o) 

4- o,ooi 38 .cos, ( 27” — 27') 

4_ ) 4_ 0,00022 . cos. (37” 37’ ) 

4- 0,000 10. cos. ( 47’" 47’) 

4* 0, 00004. cos. ( 57” — 57’) 
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*X-(o,oo 5 :) 54 -/.o, 00000027). cos.( 7” — 2,/" — i3%3o4-/. /iS"/*) 
+ (ojO 1 520 — t . 0,00000054) • cos. (217 ■' — 62°, 2 5 + / . 1 5 1 ", I 
+ 0,001 17. cos. (Sÿ* — q "’ — ioo%25) 

— o,ooi 58 .cos.( 2 - 7 '’'— or/ — 25 V 9 i) 

— 0,00022 )cos.(3y'''—4f/' _ 68 ‘’,i7) 

+ o,oo 352 .cos.(%'' — 2/;" 4. i4“,48) 

J o,oooi 5 .cos. ( q '* — q"'^ 

— 0, 00040. (217' — 2/7" ) 

— o^-oooS.c'os. ( 3 / — Sy'- ) 

— o,oooGi .003,(217'' — 4 26'',37). 

< 

X-a lafitiKle liéliocentriqne de Saturne, au-dessus* de l’éclipliduc 
vraie, esN«,^, ‘ 


4 


+ 

4 


( (2», 77482 — /■.o",47882).sin. — ô") j 

^ —2", 19. 8111.(5^’ — 35 '') • j 

f 9'',70.sin. ( q '” — aq ' — Go^aq^^^ 

I 4 28",28. 810.(2(7'’ — 4 '/'' 4 66’, 12 yj”' 
i",6i ,sin. (27'’ — 3<7’ — Co‘’,29) 
5 '', 52 .sin.( 9'’ 460429) 

2’,o5.sjn. (2^7’ — Zq'’' — Go", 16). 


Les 104 oppositions citées précédemment sont représentées par 
ces formules, avec une précision remarquable. La plus grande 
erreur n’a jamais at>eint 5 j", et il n’y a pas vingt ans que les 
erreurs des meilleures tables de Saturne surpassaient quelquefois 
quatre mille secondes. Ces formules représentent encore , avec 
l’exactitude des observations elles-mêmes, les observations de 
Flamsteed, celles des Arabes, et les observations rapportées par 
Ptolémée; cet accord prouve la stabilité du système planétaire, 
puisque Saturne, dont l’attraction vers le soleil est environ cent fois 
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moindre que l’atiraction de !a terre vers le même astr'î , n’a cepen- 
dant éprouvé depuis Hjpparque jusqu’à nous, aucune altération 
sensible de la part des corps étrangers à ce système, 

24. I^c principe qui nous a conduits dans le n® précédent , 
à plusieurs inégalités sensibles dans les mouvemens de Jupiter et 
de Saturne, donne pareillement dans le mouvement’ de la lune, 
une petite inégalité (jue nous allons développer. Reprenons pour 
cela les dénominations et les formules du septième livre. On a 
trouvé dans le n'" 16 de ce livre l’inégalité lunaire, 

— 58"^o55.sin. (v — 

Cette inégalité peut être considérée comme une véritable équa- 
tion du centre de la lune, qui se rapporte au périgée du soleil et 
qui est analogue à l’équation du centre du troisième satellite de 
Jupiter, qui se rapporte au perijove du quatrième sa^Cilite; elle 
doit donc produire dans le mouvement lunaire, une inégalité sem- 
blable à l'évection , et qui parconséquent sera de la forme 


ou 


K . sin. { 2^» — ' 2mi^ — (1^ — rnv c' ni — -zir')) y 
K . sin. {v — mn — c'mn 


Pour déterminer A, on observera que le coeflicient — 58'',o5’) , 
de la petite équation du centre, est à K comme — 0991)2", coef- 
ficient de la grande équation du centre, est à — ^i4449> coelH- 
cient de l’inégalité de l’évection) ce qui donne 


A:=:~ii^98. 

Suivant Burg , ce coefficient est — 9", 08, comme on peut le 
voir dans le n'’ 24 du livre VII, ce qui diffère peu du résultat 
précédent. Si l’on adoptait avec Burg, — pour le coeffi- 
cient de la petite équation du centre, la différence serait plus 
petite encore, et l’on aurait 


Sur 


/i: = ~8",57. 
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5/^5 


(J H A P I T R E IX. 

Sur les 77iasses des pla7ièies et des satellites. 


: 25 .^Dans l’état actu< 5 l de l’astronomie, les observations et la tbéo- 
rie ajant été portées à un haut degré de précision *, Tim des 
meilleurs moyens pour déterminer les masses des planètes , est 
de comparer aux formules analytiques des perturbait ions, un très- 
grand nonXj^ d’observations choisies pour cet objet, de la manière 
la plus avanÎÆ^usç. C’est ainsi que les masses de Vénus, de 
Mars, de Saturne, de 'la lune et des quatre satellites de Jupiter, 
ont été déterminées. On peut y joindre la masse de Jupiter^ car 
en comparant les meilleures observations de cette planète , aux 
grandes inégalités que son action produit dans le yraouveincc'/i 
de Saturne ; je n’ai point trouvé de correction sensible à faire 
à la valeur de sa masse donnée par les élongations de ses satel- 
lites. Il est visible que ces masses sont d’autant mieux connues, 
que leurs effets sont plus considérables. Je vais rassembler ici 
dans un même tableau, les valeurs de ces masses, déterminées 
par le moyen dont je viens de parler. 

Valeurs des 7?iasses de Vjimis , Mars y Jupiter et SatimiCy 
celle du soleil étant prise pour unité. 


VéniK . - 

» 1 

\ 


356632 1 

(. ( Livre VI> n" 44 * ) 

Mars . . . 

» 1 

Jupiter. . 

2546320 , 

1 


1067,09 1 

k ( Livre X, n* aS. ) 

Saturne. 

i \ 

3534,08 

) 

MÉC, OÉL. 

Tome IV. 

X X 
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Fn divisant ces valeurs, respectivement par celles des masses de 
Vénus, Mars, Jupiter et Saturne, données dans le n*" ai du 
livre VI, on aura les valeurs des coefficiens i i i 

1 qui entrent dans les formules du livre cité. 

ï'^alcurs de la masse de la lime ^ celle de^a terre étant 
piise pour unité. ^ 


68,5 


( livre VI, n® 4 




T^aleims des inasses des satellites de Jupiter^ celle de 
Jupiter étant prise pour unité. 


I" 

satellite. . . 

. . . 0,0000173281 ; 

TI 

sat 

, 0 , 0000232355 ; 

TU sat 

. , . 0,0000884972 ; 

IV 

sat 

. . 0,0000420591, 


(Livre VIII, n° 27.) 


Toutes ces valeurs que Ton peut déjà considérer comme étant fort 
approchées, seront rectifiées quand la suite des temps aura déve- 
loppé les variations séculaires des orbes des planètes et des 
satellites. 

Nous avons déterminé dans le n° 21 du livre VI, la masse 
de la terre, au mojen de la parallaxe du soleil. Nous avons en 
même temps observé que la valets? de cette masse devait varier 
comme le cube de cette parallaxe , comparé au cube de la paral- 
laxe supposée de II suit de là qu’une petite erreur sur la 

parallaxe solaire a trois fois plus d’influen^e sur la valeur de la 
masse de la terre; il y a donc de Tavantage à déterminer cette 
masse, directement par ses effets. Ceux qu’elle produit sur les 
mouvemens de Vénus et de Mars sont assez sensibles pour en 
conclure sa valeur, au moyen d’un grand nombre d’observations 
choisies dans les circonstances les plus favorables. On aurait en- 
suite la parallaxe du soleil, avec d’autant plus d’exactitude, 
qu’une erreur sur la masse influe trois fois moins sur la parallaxe^ 



SECONDE PARTIE, LIVRE X. 


^7 

Sur les iahles astronomiques. 

^G. Cliaqüe observation d’une planète déterminant sa longitude et 
sa latitude géôcentriques •, les diBerences entre la longitude et la 
latitude observées, Jt calculées d’après nos formules, donneront 
deux écpiations de condition entre les corrections des élémens du 
mouvement elliptique^ et des masses perturbatrices. En formant 
ainsi un grand noiutbre d’é(juations de condition ; on en conclura 
les valeurs de ces corrections, et l’on construira au moyen des for- 
mules corrigées , des tables exactes du mouvement de la pla- 
nète. Lfes observations suivantes , comparées aux formules pri- 
mitives, fcurniront de nouvelles équations de condition que l’on 
ajoutera aii? mjères, et après un intervalle de temps assez long 
pour avoir un grand ifonib're de ces nouvelles équations, on dé- 
terminera de nouveau, par l’ensemble des équations de condi- 
tion tant anciennes que nouvelles, les corrections des élémens ellip- 
tiques et des niasses, et l’on pourra former de nouyvelles tables 
plus exactes que les premières. En continuant de cette manière , 
on perfectionnera de plus en plus ces tables. Le meme procédé 
pourra servir à perfectionner les tables des satellites. Ainsi les 
travaux des astronomes , en s’ajoutant sans cesse à ceux des astro- 
nomes précédens , donneront enfin le plus haut degré de préci- 
sion aux# tables astronomiq.ues ‘jet aux valeurs des élémens dont 
elles dépendent. 


FIN^ DU TOME QUATRIEME. 
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Page 64 , ligne 1 7 , au lieu de-^.m.m" ; lisez 

Page 88 , ligne 1 5 , au lieu de 0,27 1 7794 ; lisez 0,027 • 77 . 94 - 
Page io 3 , lignes 14 et 17 , au lieu de — 52875', /wz + Si", 91988. 

Page 119, ligne 23 , et page 120, lignes 1 , 2 , 3 et 4, au liep de (1 +/) ; Usez ( 1 -fp )• 
Page 121, ligne i 5 , au lieu de o',5o5o59, lisez o“,5o5o59. 

Page 294, lignes 7 et 10, au lieu de l’occident, l{wz l’orient. 

Page 340. ligne i , au lieu de + 83 ', 80, Usez —83 ,80. 

Page 342, ligne i 3 , au lieu de + 3 oi“, 93 , lisez — 3 of^, 93 . 

Errata pour le premier Volume. 

Page 34, ligne 10, au lieu de kds; lisez ksds. 

2,711 271 % ^ ^ 

Page 107, ligne 8, au lieu de et de \ et 

/ / 

Ibid, , lignes lo et 17 , au lieu de + ^ 

Page 191, ligne 9 , au lieu de a. (1 — e)* ; lisez a. ( 1 — e*). 

Page ai 3 , lign^ 16, ajoutez 

dz = dy .cos. /.tang.^ — dx.sin. /.tang. tp. 

Page 340 > au lieu de — Tt *> ^tsez -7- — ^ ; et au lieu de /i lisez n V 

D ^ ' fl -i- fl n — Il 

Errata pour le troisième Volume» 

Page i 3 o, ligne dernière, il faut affecter du signe — l’inégalité de cette ligne. 
Page 141 , ligne 2, au lieu de 

—25", 607770. sin. + 

lisez ron^-N 

26", 607770. sin. “9^^^ + 4®'^ — 9^^ "t“ 67°, 5885 ). 

Ibid. , ligne 16 , au lieu de — (.76",4^ ; Usez — J. 38 "',a 3 , 
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cèdent, par la variété et par la singularité des phénomènes qui 
en dépendent, et dont Tanaljse est susceptible de la même exac- 
titude : c/est le cas de l’aclion capillaire. Les effets du pouvoir 
réfringent se rapportent à la dynamique et a la ihécne des pro- 
jectiles: ceux de Taction capillaire se rapportent à Phjdrostatiquc 
ou à l’équilibre des fluides, qu’elle soulève ou qu’elle déprime, 
suivant des lois que je me propose d’expliquer. 

Clairaut est le premier, et jusqu’à présent le sei 1 qui ait sou- 
mis à un calcul rigoureux, les phénou’icnes des tubes capillaires , 
dans son Traité sur la figure de la Terre. Après avoir fait sentir 
par des raisonneinens qui s’appliquent egalement à tous les sys- 
tèmes connus, le vague et rinsuffisance de celui de Jurin*, il 
analyse avec exactitude, toutes les forces qui peuvent concourir 
à élever l’eau dans un tube de verre. Mais sa théorie^ exposée 
avec l’élégance qui caractérise son bel Oiivrag«^*-^:-Isse à dé- 
sirer l’explication de la loi de cer j- c* ion , d’après 
l’ixpérience, est en raison inverse du diamètre du tube. Ce 
grand géomètre se contente d’observer qu’il doit y avoir une 
infinité de Iç^is d’attraction qui, substituées dans ses formules, 
donnent ce résultat. La connaissance de ces lois est ^pendant 
le point le plus délicat et le plus important de cette théorie : 
elle est indispensable pour lier entre eux les divers phénomènes 
capillaires, et Clairaut en eût lui-même rec onnu la nécessité, s’il 
eût voulu, par exemple, passer des tubes Uux espaces capillaires 
renfermés entre des plans parallèles^ déd’ ire de l’analyse,le rapport 
d’égalité que Texpérience indique ('entre Tascension du fluide dans un 
tube cylindrique, et son ascension^ntre deux plans parallèles dont 
la distance mutuelle est égale au deml-diaraètre du tube; ce que 
personne encore n’a tenté d’expliquer. J’ai cherché, il y a long- 
temps, à déterminer les lois d’attraction , qui représentent ces 
phénomènes : de nouvelles recherches m’ont enfin conduit à faire 
voir qu’ils sont tous représentés par les mêmes lois qui satisfont aux 
phénomènes de la réfraction, c’est-à-dire par les lois dans lesquelles 
l’attraction n’est sensible qu’à des distances insensibles; et il en 
résulte une théorie complète de l’action capillaire. 

Clairaut suppose que l’action d’un tube capillaire peut être sen- 
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sible sur la çolonne infiniment étroite de fluide, qui passe p-'r 
l’axe du tube. Je m’écarte en cela de son opinion, et je pense 
avec Hauksbé^e et beaucoup d’autres physiciens , que l’action ca- 
pillaire, cçyfime la force réfringente, et toutes les affinités chi- 
niiques, n’Jst sensible qu’à des distances imperceptibles. Hauksbée 
a observé qlie dans les tubes de verre ou très-minces , ou très- 
épais , l’eau siélevait à la même hauteur, toutes les fois que les 
diamètres intÆieurs étaient les mêmes. Les couches cylindriques 
du verre, qui Sont à une distance sensible de la surface intérieure, 
ne contribuent donc point à l’ascension de l’eau-, (]uoique dans 
chacune d’elles, prise séparément, ce fluide doive s’élever au-dessus 


du niveau. Ce n’est point l'interposition des couches qu’elles em- 
brassent, qui arrête leur action sur l’eau; car il est naturel de penser 
que les attractions capillaires se transmettent à travers les corps, 
ainsi quJ la pesanteur; cette action ne disparaît dbnc qu’à raison 
de la distaSôtïïJ^î^uide à ces couches; d’où il suit que l’attraction 
^rrrm niirfinirk MyTtflilr qu’à des dislances insensibles. 


En partant de ce principe, je détermine l’aefion d’une masse 
fluide, terminée par une portion de surface sphérique concave 
ou convexe , sur une colonne fluide intérieure, r^nfermée dans 
un canal infiniment étroit, dirigé vers Je centre de cette surface. 
Par cette action, j’enÿnds la pressioryque le fluide renfermé clans 
le canal exercerait cn/vertu de l’attraction de la masse entière , 
sur une base plane sitJiée dans l’iiWrieiir du canal, perpendicu- 
lairement à ses Cütés^ une di^Tance quelconque sensible de la 
surface,* cette base étaiirS|ftiffS^our unité. Je fais voir que cette 
action est plus petite ou plus grande que si la surface était plane; 
plus petite, si la surface^il^oncave ; plus grande, si la surface 
est convexe. Son^tfnpfS^ion analytique est composée de deux 
termes: le premier, beaucoup plus grand que le second, exprime 
l’action de la masse^terminée par une surface plane ; et je pense 
que de ce terme dépendent, la suspension du mercure dans un tube 
de baromètre, à une hauteur deux ou trois fois plus grande que 
celle qui est due à la pression de l’atmosphère, le pouvoir réfrin- 
gent de corps diaphanes , la cohésion , et généralement les affi- 
nités chimiques. Le second terme exprime la partie de l’action, 
due à la sphéricité de la surflice, c’est-à-dire l’action du ménisque 
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compris cnfre celte surface et le plan qui la foiicliQ. Celle action 
s’ajoute à la précédente, ou s’cn retranche, suivant que la surface 
est convexe ou concave. Elle est réciproque au rajon de la sur- 
face sphérique : il est visible en effet, que plus ce rayon est petit, 
plus le ménisque est considérable près du point de contingence. 
C’est à ce second terme qu’est due l’action capillaii”le (pii diflVne 
ainsi, des affinités chimiques représentées par le | remier terme. 

De ces résultats relatifs aux corps terminés p^jr des segmens 
sensibles de surface sphérique, je coiicluü ce théorème général: 
« Dans toutes les lois qui rendent l’attraction insensible à des 
distances sensibles, l’action d’im corps terminé par une surfa^ce 
courbe, sur un canal intérieur infiniment étroit, pcrpendicnlaire à 
cette surface dans im point qiielconcpie, est égale ù la demi-somme 
des actions sur Je meme canal, de deux sphères qui aurc7ient pour 
rayons le plus grand et le plus petit des rayons ^ ^iiU é^eurs de la 
surface, à ce point ». Au moye/i de' L ^'épiy.fie clés loisyle 
l’équilibre des fluides, on peut dctcrmincT ja ligure que doit 
prendre une masse fluide animée par la pesanteur, et renfermée 
dans un vase d’une figure donnée. On est conduit à une équa- 
tion aux différences 'partielles du second ordre , dont l’inté- 
grale se refuse à toutes les méthodes connues. Si la figure est de 
révolution , cette équatioi\; se réduit aux* différences ordinaires, 
et l’on peut l’intégrer d’une manière foVt approchée., lorsque 
la surface est très-petite. ^ fais voir air^si que dans les tubes 
trcs*étroits , la surface du fluicî'?^ approche d’autant plus de celle 
d’un segment sphérique, que le /jà'i.jè/fe du tube est plus petit. 
Si ces segmens sont semblables hans divers tubes de même ma- 
tière, les rayons de leurs surfaces sètetil en raison inverse du dia- 
mètre des tubes. Or celte similitude des sVgzrens sphériques pa- 
raîtra évidente, si l’on considère que la distance où l’action du 
tube cesse d’être sensible, est imperceptible; ensorte que si, par 
le moyen d’un très-fort microscope, on parvenait à la faire pa- 
raître égale à un millimètre, il est vraisemblable que le même 
pouvoir amplifiant donnerait au diamètre du tube, une grandeur 
apparente de plusieurs mètres. La surface du tube peut donc être 
considérée comme étant plane à très-peu-près, dans un rayon égal 
à celui de sa sphère d’activité sensible : le fluide , dans cet 
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inlcrvalle^ s’ahaisscra donc ou s clevcra depuis celle sniface, à Irès- 
pcu-près comme si elle était plane. Au-delà, ce Iluidc n'étant 
plus soumis sensiblement qu’à la pesanteur et à son action sur lui- 
nieme; sa srAace sera à-peu-près celle d’un segment sphérique dont 
les plans extrêmes étant ceux de la surface Iluide , aux limites de la 
sphère d’actîvité sensible du iube , seront à très-peu-près dans les 
divers tubes, fgalernent inclinés à leurs parois j d’où il suit que 
tous ces segimjns seront semblables. 


Le rapprochement cîe cos résultats donne la vraie cause de 
l’ascension ou de rabaissement des Iluides dans les tubes capil- 
laires, en raison inverse de leurs diamètres. Si, par l’axe d’un 
tube de verre, on conçoit un canal infiniment étroit qui, se re- 
courbant un peu au-dessous du tube, aille aboutir à la suifacc 
plane et nprizontale de l’eau d’un vase dans leqliel l’extrémité 
inférieure est p i on ; l’action de l’eau du tube sur ce 

de la concavité de sa surface , 
que l’action de reau du vase sur le même canal; le fluide doit 
donc s’élever dans le tube, pour compenser cette différence; et 
comme elle est, par ce qui précède, en vaison ii^erse du dia- 
mètre du tube, l’élévation du fluide au-dessus de son niveau doit 
suivre le même rapport. 


Si la surface du fluile intérieur es^ convexe, ce qui a lieu pour 
le mercure dans un tu\e de verre^^''^*action de ce fluide sur le ca- 
nal sera#plus grande qu^^gU^i^gu fluide du vase; le fluide doit 
donc s’abaisser dans le tube, et raison de cette différence, et 
parconséquent, en raison du diamètre du tube. 

Ainsi l’attraction des tubes capillaires n’a d’influence sur l’élé- 
vation ou sur l’abaissement des fluides qu’il§ renferment, qu’en dé- 
terminant l’inclinaison des premiers plans de la surface du fluide 
intérieur, extrêmement voisins des parois du tube, inclinaison 
dont dépend la concavité ou la convexité de cette surface, et la 
grandeur de son rayon. Le frottement du fluide contre ces parois, 
peut augmenter ou diminuer un peu la courbure de sa surface ; 
le baromètre en offre des exemples journaliers ; alors les effets 
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capillaires augmentent ou diminuent clans le mêmp rapport. Ces 
effets s’accroissent d’une manière très-sensible , par le concours 
des forces ducs à la concavité et à la convexité des surHices. On 
verrri dans la suite, que l’on peut ainsi élever l’eau dansjes tubes 
capillaires, à une plus grande hauteur au-dessus de son niveau, 
que lorsqu’on les plonge dans un vase rempli de ce fluide, 

h 

I/équation différentielle de la surface ‘ des flijkles renfermée 
dans des espaces capillaires de révolution , conduit à ce résultat 
général 5 savoir, que si dans un tube cjlindrique on introduit un 
cylindre qui ail le meme axe que le tube, et qui soit tel, que 
l’espace compris entre sa surface et la surface inférieure du tube ait 
très-peu de largeur; le fluide s'élèvera dans cet espace, à la même 
haïUeur que dans un tube dont le rayon est égal à cetU largeur. 
Si l’on suppose les rayons du tube et du cylindre, in^nis; on a 
Je cas du fluide renfermé entre de^’x^pl.^ns^<*1^ffe^x et paral- 
lèles très-proches l’un de l’autre. I.é résuir,^. piécéaéur câc vé- 
rifié à cette limite, par des expériences faites autrefois en présence 
de la Société Royale de Londres, et sous les yeux de Newton 
qui les a cKées dahb son Optique, ouvrage admirable, dans le- 
quel ce profond génie a jeté en avant de son siècle , un grand 
nombre de vues originalvs que la chimie moderne a confirmées. 
M. llaüy a bien voulu fai^re, à ma priè\p, quelques expériences 
vers l’antre limite, c’est-\^dire en empijoyant des tubes et des 
cylindres d’un très-petit diaiîii;|^; et il^a trouvé le résultat pré- 
cédent, aussi exact à cette limiw^:C^ria première. 

S 

I>es phénomènes que présente^\fhc,,^outte fluide en mouvement 
ou suspendue en équilibre, soit dans udS^'^, capillaire conique, 
soit entre deux plans très-peu inclinés l’un à l’autre , sont très- 
propres à vérifier notre théorie. Une petite'^colonne d’eau dans nn 
tube conique ouvert par ses deux extrémités, et maintenu horizon- 
talement, se porte vers le sommet du tube; et l’on voit que cela 
doit être. En effet , la surface de la colonne fluide est concave à 
ses deux extrémités ; mais le rayon de cette surface est plus petit 
du côté du sommet que du côté de la base; l’action du fluide sur 
lui-même, est donc moindre du côté du sommet, et parconséqiient 
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la colonne doit tendre vers ce côté. Si la colonne fluide est de 
mercure, alor^ sa surface est convexe, et son rayon est nujindre 
encore vers le sommet que vers la base *, mais à raison de sa convexité , 
Taction du lljiide sur lui-même est plus grande vers le sommet , et 
la colonne c^it se porter vers la base du tube. 

On peut balancer celte action, par le propre poids de la colonne, 
et la tenir susjindue en équilibre , en inclinant l’axe du tube à 
l’horizon. Un ciilcul fort simple fait voir que si la longueur de la 
colonne est peu considtk’able, le sinus de l’inclinaison de l’axe est 
alors à peu près en raison inverse du carré de la distance du milieu 
de*la colonne au sommet du cône; ce qui a lieu semblablement , 
si l’on place une goutte fluide entre deux plans qui forment entre 
eux un très-petit angle, en se touchant par leurs bords horizontaux. 
Ces résul[)|ats sont entièrement conformes à l’expéDience , comme 
on peut le /loir^d^ns l’Optique de Newton (question 5i ). Ce grand 
.-g^^qjètre explication comparée a 

celle que nous vencjSde donner, fait ressortir les avantages d une 
théorie mathématique et précise. 


Le calcul nous apprend encore que le sînfis de l’infclinaison de 
l’axe du cône à l’horizon , est alors à ped près égal h une fraction 
dont le dénominateur e^ la distance ùfi milieu de la goutte, au 
sommet du cône, et doj^ le numévateyi' est la hauteur a laquelle 
le fluide s’élèverait danslun tube cylin^ùque dont le diamètre serait 
celui du cône au milieiJ^ la coj^éfïme. Si les deux plans qui ren- 
ferment ilne goutte du meS^^fSWe^ forment enirc eux un angle 
égal à l’angle formé par l’axe cône et scs côtés ; l’inclinaison 
à l’horizon,du plan qui divij^K#g^emcnt l’angle formé par les plans, 
doit être la même qiüi.€«île de l’axe du cône, pour que la goutte 
reste en équilibre. Hauksbéc a fait avec un très-grand soin ime 
expérience de ce genÆ , que je rapporte ïpi en la comparant au 
théorème précédent; le peu de difl’érence qui existe entre les résul- 
tats de celte expérience et ce théorème, en est une preuve incon- 
testable. 


La théorie donne l’explication et la mesure d’un phéno- 
mène singulier qu’offre l’expérience. Soit que le fluide s’cleve ou 
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s’abaisse entre deux plans verticaux et parallèles plongeant dam 
ce fluide par leurs extrémités inférieures ; ces plan^ tendent à se 
rapprocher. L’analyse nous montre que si le fluide s’élève entre eux; 
chaque plan éprouve , du dehors en dedans, une pression égale à 
celle d’une colonne du meme fluide, dont la hauteur ser^iit la moitié 
de la somme des élévations au-dessus du niveau , des points de 
contact des surfaces intérieures et extérieures du, fluide avec le 
plan , et dont la base serait la partie du plan , comprise entre les 
deux lignes horizontales menées par ces points. Si lejfluide s’abaisse 
entre les plans ; chacun d’eux éprouvera pareillement, du dehors 
en dedans , une pression égale à celle d’une colonne du même 
fluide , dont la hauteur serait la moitié de la somme des abaisse- 


mens au-dessous du niveau , des points de contact des surfaces 
intérieures et extérieures du fluide avec le plan , et donj^^ la base 
serait la partie, du plan, comprise entre les deux lignes holMzontales 
menées par ces points. 






Les physiciens n’ayant considéré jusqu’ici'^ la concavité et la 
convexité des surfaces des fluides dans les espaces capillaires, que 
comme un e/féi jca"'»id^iire de la capillarité , et non comme la 
principale cause de ce genre de phénomènes 5 ils ont mis peu d’im- 
portance à déterminer la courbure de ces surfaces. Mais la théorie 
précédente faisant dépendrV principalemehi de cette courbure, tous 
ces phénomènes ; il devient intéressant le la déterminer. Plu- 
sieurs expériences faites beauc^p de précision , par 

M. Haiiy, indiquent que dans^h^.tub^^y; de verre, capillaires et 
d’un très-petit diamètre , la surfane concave de l’eau et des huiles > 
et la surface convexe du raercurd\^^èrent très-peu de celle d’une 
demi-sphère. 


Clairaut a fait cette singulière remarque;; savoir, que si la loi 
de l’attraction de la matière du tube sur le fluide , ne diffère que 
par son intensité, de la loi de l’attraction du fluide sur lui-même; 
le fluide s’élèvera au-dessus du niveau , tant que l’intensité de la 
première de ces attractions surpassera la moitié de l’intensité de 
la seconde. Si elle en est exactement la moitié ; il est facile de s’as- 
surer que la surface du fluide dans le tube sera horizontale, et qu’il 

ne 
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ne s’élèvera pas au-dessus du niveau. Si ces deux intensités sont 
égales ; la smfaoe du fluide dans le tube sera concave et celle d’une 
demi-sphère, et' il y aura élévation du fluide. Si rinlensité de 
rattraclioii du,)tube est nulle ou insensible; la surface du Iluide 
dans le tube ^era convexe , et celle d’une demi-sphère : il y aura 
dépression clu\fluide. Entre ces deux limites , la surface du Iluide 
sera celle d’un segment sphérique ; et elle sera concave ou convexe, 
suivant que riniEnsité de l’attraction de la matière du tube sur 
le fluide , sera pjus grande ou plus petite que la moitié de celle 
de l’attraction du fluide Dur lui-même. 

Si l’intensité de l’attraction du tube sur le Iluide surpasse celle 
de Tattraction du fluide sur lui-même ; il me paraît vraisemblable 
qu’alors le fluide , en s’attachant au tube , forme un tube intérieur 
qui seul (Mève le fluide dont la surface est concave et celle d’une 
demi-sphère. On peut conjecturer avec vraisemblanoe , que ce cas 
est celui des huiles, dans les tubes de verre. 

» w ^iffre des plans verticaux formant entre 
eux de très-petits angles., on qui s’écoulent par des sjphons capil- 
laires, présentent divers phénomènes qui sont autant de corollaires 
de ma théorie. En général , si l’on se donne Ja^|»ciTf€'cfNa comparer 
aux nombreuses expériences des physicien^ sur l’action capillaire; 
on verra que les résultats obtenus dans ce/expérienccs , lorsqu’elles 
ont été faites avec les prtyautions convcipbles, s’en déduisent, non 
pa/ des considérations «gués et touj^irs incertaines , mais par 
une suite de raisonneniei4 géométricp»<fs qui me paraissent ne laisser 
aucun dojite sur la vériWb^de^lçUe théorie. Je desire que cette 
application de l’analyse à Pun ois objets les plus curieux de la 
physique, puisse intéresser l eg^^ omètres . et les exciter à mul- 
tiplier de plus en pl us , c^^^pplications qui joignent à l’avantage 
d’assurer les théorieTpnysiques , celui de perfectionner l’analyse 
elle-même , eu exigeani^ souvent de nouveaux artifices de calcul. 
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PREMIÈRE SECTIÔN. 

. i 

Théorie de V action c(q)illairel 


1 . CoNsiDénoNS un vase ABCD {fig. i), plein d’eau 
jusqu’en AB y et concevons un tube capillaire de verre, NMEF , 
ouvert par ses deux extrémités , et plongeant dans le v^^se par son 
extrémité inférieure-, l’eau s’élèvera dans le tube jusqu'en O, et 
sa surface prendra la figure conca^'^^^JJ^M ^/^lant le point le 
plus bas de cette surface. Imaginons par 

tube , un filet d ’eau renfermé dans un canal infiniment étroit OZR V\ 
il est clair, d^’après le principe que nous venons d’exposer sur le peu 
d’étendue d^s attractions capillaires, que l’action de l’eau inférieure 
à l’horizontale 10 K, seta la même sur la colonne OZ, que l’action 
du vase sur la colonne Wî. Mais le ménisque MIOKN agira sur 
la colonne OZ de bas en kaut , et tendrkparconséquent à soulever 
le fluide. Ainsi, dans réwt d’équilibre | l’eau du canal OZRV 
devra être plus élevée danslby^be qu^dans le vase , pour com- 
penser par son poids , cette act^wlj^'^énisque. 

La loi de cette ascension daiis les tubes de différens diamètres > 
dépend de l’attraction du ménisquS’^^^Hci , comme dans la théorie 
de la figure des planètes, il y a une ^pçs-^ance réciproque de 
la figure et de l’attraction du corps, qui rend leur détermination 
difficile. Pour y paivenir , nous allons considérer l’action d’un 
corps de figure quelconque , sur une colonne fluide renfermée dans 
un canal infiniment étroit perpendiculaire à sa surface , et dont 
nous prendrons la base pour unité. 

Supposons d’abord que le corps soit une sphère, et déterminons 
son action sur le fluide renfermé dans un canal extérieur perpen- 




Il 
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dîculaire à sa surface. Reprenons pour cela, l’analyse que nous 
avons donnée Uans le n° 12 du second livre. Soit r la distance du 
point attiré , au centre d’une couche sphérique dont u est le rayon 
et du l’épaissèur. Soit encore 9 l’angle que le rayon u fait avec 
la droite r , et -ar l’angle que le plan qui passe par les deux droites r 
et U fait avec un plan fixe passant par la droite r: l’élément de la 
couche sphérique sera u^du.drnr .d^.sm. 6 . Si l’on nomme ensuite f 
la distance de det élénjent, au point attiré que nous supposerons 
extérieur à la cijuclie j nous aurons 

y'‘ = — 2ru . cos. 0 + u\ 


Représentons par (f (/) la loi de l’attraction à la distance/, attraction 
qui , dans le cas présent , est insensible lorsque / a une valeur 
sensible ; l’action de l’élément de la couche sur je point attiré, 
décomposé parallèlement à r , et dirigée vers le^ centre de la 
couche, sera . r 


0 . sin . 0 . 


On a 


Cr — i/.cos.ô) 

7 

'df\ 


•<?(/)• 


) 


/ r — u.cos.Ô^ J 

ce qui doiifïe à la quantiy 5 précédente, celte forme 

ii*du ,d^,cih , sin.0. (^0 


Désignons^ par — FI (/), I’bnhigfele//.(p(/) prise depuis/=o-, 
c étant la valeur de cette intégral^ lorsque/ est infini 3 Tî(/) sera 
une quantité positive qui d&rcîî^vec une extrême rapidité, de 
manière à devenir injgjjrifffe , lorsque / a une valeur sensible. 
La quantité précédente (</) sera le coefficient de dr dans la diffé- 
rentielle prise par rapport à r , de la fonction 


u^du . d^ ,d& , sitt. 9 , {c ^ n(/)}; 

f t parconséquent , elle sera le coefficient de dr , dans ia diflérea* 
tielle de la fonction 


•— iddu . . dh . sin. 9 . O (_/")• 

B2 
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Pour ctendre cette fonction àla couche entière *, il faut d’abord l’inlè- 
grer relativement à ^ , depuis ^ = o jusqu’à ^=i27C , tt étant le 
rapport de la demi-circonférence au rayon , et afors elle devient 

— 27C . . d9 . sin. ô. n (f). 

Il faut ensuite intégrer cette dernière fonction, depuiè 0=0 jusqu’à 
0 = 71*. On a , en différentiaiit la valeur précédente de/*^ par rap- 
port à 0, < ^ 

d9 » sin,û = ^^; . 

ru ^ 

et parconséquent 

— 27C .lâdii ,fd9 .ûn.9 ,U (/) = — 21t. 

Représentons encore l’intégrale FI (/) par c' ^ d 
étant la valeur de cette intégrale , lorsque f est infini ^ (/) sera 
encore une quantité positive qui déç^ tpît a vec ur^cxtrêrae rapidité. 
On aura, en observant que l’intégraI?Troit^^^r>e* [ y rl 8e 
jusqu’à 0 = 'TT , et qu’à ces deux points, y'=V — z/, et f=.r^Uy 

- — 2 7t . iL'dif.fd^ .'sîn^' 0 .\p (y') = •— . I (^fr — j , 

\ 

En dilféren liant cette fonction par rapport à r , le coefficient de dr 
donnera l’attraction de la couche sur lâi^oint attiré^ mais si l’on 
veut avoir l’action de lal couche sur une colonne fluide dirigée 
suivant r, et dont l’extrémité^^ plus voisine du centre de la couche 
soit à la distance h de ce cenÿï^l faut multiplier cq coefficient 
par dr , et prendre TintégralÊ du produit ; ce qui redonne la 
fonction précédente clle-même,Si lacnielle il faut ajouter une cons- 
tante que l’on doit déterminer de maOTe^^que l’intégrale commence 
lorsque r^b. On aura ainsi pour cette intégrale , 

{i'(r — «) — f (r-f-tt)}. 


Maintenant ( A -f- tz ) est une quantité toujours insensible , lors- 
que b a une valeur sensible^ et si, comme nous le supposerons, 
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r a 1 exfrémite de la colonne , la plus éloignée du ccnire de la 
couche , surp^asse b d’une quantité sensible — sera insen- 

sible J et à plus forte raison -i- ( r + ) 5 la fonction précédente sa 
réduira doué à celle-ci : 


G-T . ndu 


.■^(b-u), 


qui , parconséqucnt , exprimera l’action de la coiiobc siirlefliiulr 
renfermé dans un canal infiniment étroit, dirigé suivant r, et 
dont l’extrémùé la plus voisine du centre de la coucbe, ei/est 
distante de la quantité b. Cette action est évidemment la pression 
<^e ce fluide exercerait en vertu de l’atlraclion de la coucbe , 
sur une base plane placée à cette extrémité , dans rinlérieur diî 
canal , perpendiculairement à sa direction , cette base étant prise 
pour uti^té. 

9 

Pour avoir l’action de la sphère entière dont le rayon est b, 
supposons h — u~ z\ action sera égalé à l’intégrale 




pri^ dephis z -L o jusqu’à z = b. /Soit donc K l’intégrale 
HTC (fdzrp^^vuc dans ces limites, eti^ l’intégrale 2 a". 
prise dSns les racmes limites j l’action précédente deviendra 

f / 


K " 


On doiî observer ici que A ct "57 peuvent ctre considérés coniitie 
étant indépendans de b -, car n’étant sensible qu’à des dis- 

tances insensibles, il indiflérent de prendre les intégrales 
précédentes, depuieT»^^ jusqu’à z = Z», ou depuis 2=0 jusi|u’à c 
infini; ensorte qu’on peut supposer que K et II répondent à ces 
dernières limites. ' ^ 

JJ 

On doit observer encore que est considérablement plus petit 
que K , pareeque la dilFérentielle de son expression est la difl’é- 
rentielle de l’expression de K , multipliée par ^ ; ainsi le facteur 
'^(^) de ces différentielles , n’étant sensible que pour des valeurs 
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Z H 

insensibles de l’intégrale j doit être considérablement plus pe- 
tite que Tinlégrale K. i 

L’action de la sphère entière sur la colonne fluide qra la touche, 
étant K — cette quantité exprimera encore l’aclioi^n d’un seg- 
ment sphérique sensible que forme la section de la sphère , par 
un plan auquel la direction de la colonne est perpendiculaire ; car 
la partie de la sphère , située au-delà de ce plan , étant à une 
dislance sensible de la colonne , son action sur cette colonne est 

insensible , IC — -j- exprimera donc par cette raison , Faction d’un 


corps quelconque terminé par la surface convexe d’un segment 
sphérique dont le rajon est b , sur une colonne fluide extérieure 
et perpendiculaire à cette surface. ^ 

’ // ^ 

Dans l’expression K — représente l’action d’un corps ter- 

miné par une surface plane; car alors û étan^irÆni, le terme -g- 

disparaît ; ce dernier terme exprime donc l’action du ménisque 
MIOKN (y/^. j^Xj^lifférence du segment sphérique au solide 
terminé par un plan tancent, pour soulever la colonn^"OZ ; ainsi 
cette action est réciproque au rajon b de la surface ilrc'.ZY’ supposée 
sphérique. , 

On peut observer ici quà la fonction A est analogue à celle 
que j’ai désignée par la même lettre, dans la théorie des réfractions 
astronomiques exposée dans le diurne livre. 

2. Il est facile de conclure de ce qui précède, l’action d’une 
sphère sur une colonne fluide intk'ieure infiniment étroite et per- 
pendiculaire à sa surface. Concevons 8 >mj^phères égales, MON 
et POQ {Jig* 2 ) , en contact au point t/! "ôoit lOK un plan 
tangent à ces deux sphères , et OS la colonne fluide. Le point q 
du ménisque ïnïéYÏQ\.Cï lOQP K agira sur la colonne OS pour 
la soulever. En effet , si Ton forme le triangle isocèle Oqr , il est 
visible que les actions du point q sur la partie Or de la colonne, 
se détruisent mutuellement; mais par son action sur rS , il tend à 
soulever le fluide , de la même manière qu’un point q' sembla- 
blement placé dans le ménisque supérieur lOMNK. Les deux 
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ménisques agissent donc avec la même force , pour soulever le 
fluide de la cojonue : or on a vu dans le n® précédent^ que l’action 

du ménisque ^supérieur , pour cet objet, est cette quantité 

exprime donc pareillement l’action du ménisque inférieur. 

Maintenant , l’action d’une masse indéfinie supérieure à OS , 
et terminée par le plan lOK, est la même sur la colonne OS , que 
celle d’une masse inférieure terminée par le même plan -, car un 
point quelconque r de* cette colonne est également attiré par les 
deux masses, niais dans des directions contraires, puisqu’il est 
en équilibre au milieu de ces attractions. Ainsi K exprimant, 
pa« le numéro précédent, l’action de la masse supérieure^ sur la 
colonne OS , il exprimera aussi l’action de la masse inférieure 
sur cette colonne, de liant en bas; or cette action est composée 
de deux J^arties, savoir, de celle de la sphère QOPp et de l’action 
du ménisque lOQPK*^ en nommant donc S l’action de la sphère, 
et en observant que le mérLque attire la colonne de bas en haut, 

et que son action sur elle est on aura 




5 = 



- N 


d’où il suit que l’action d’un corps terminé par une portion sen- 
sible de surface sphérique , sur une colonne fluide placée dans 
son intérieur et perpendiculairer au milieu de cette surlace , est 

JJ 

représentée par AT + ‘j- :> 


Si la surface du corg^/*^u lieu d’être convexe, est concave, 
comme dans laj^. i; alors l’action de la masse MEl^N sur le 

canal OZ sera, comnle on vient de le voi,/^ égale k K ; 


ainsi l’action d’un corps terminé par une portion sensible de sur-' 
face sphérique sera A ± ^ le signe + ayant lieu si la surface 
est convexe, et le signe —, si elle est concave. 

3. Ou peut maintenant déterminer généralement l’action d’un 
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corps terminé par une surface courbe, sur une colonne fluide in- 
térieure renfermée dans un canal infiniment étroit perpendicu- 
laire a un point quelconque de celte surface. Si Ton conçoit par 
ce point, un ellipsoïde osculafeurj Tacfion de cet éllipsoïde sera 
la même à très-pcu-prês, que celle du solide, puisque cette action 
étant supposée ne s’étendre sensiblement qu’à des dis/ances insen- 
sibles, le ménisque différence du solide et de l’ellipsoïde n’a point 
d’action sensible sur la colonne, aux points où ccs deux corps 
s’écartent sensiblement l’un de l’autre. On a vu dans le n'' i, que 
l’action du ménisque qui fait la différence de la sphère au solide 

H 

terminé par un plan tangent, est -g-, et qu’elle est , relativement 

à l’action K de ce solide, de l’ordre j, z étant égal ou moindre 

que le rayon de la sphère d’action sensible d|ii corps. J) est aisé 
de voir que, 'par la même raison, l’action du ménisque diffé- 
rence de l’ellipsoïde oscillateur au corps , seta par rapport à 

J’aclion de l’ordre et parconséquent, qu’elle peut être né- 
gligée relativement à Déterminons donc Inaction de l’ellipsoïde 

osculateur sur la coloàne. Un des axes de cet ellipooï’de e«t dans 
la direction même de là colonne : nommons cet l’on 

fait passer deux plans, par cet axe et ^çar les deux ^ù:*os axes 
de l’ellipsoïde*, leurs sections donneront deux ellipses qui auront 
chacune , 2ll pour un de leurs axes. Nommons 2a et 2c^' les deux 
autres axes. Le rayon osculateur de la première ellipse , au 

point de contact du corps et de l’ellipsoïde, sera , et celui de 

la seconde, au même point, sera -g^Nommons i et ces deux 

rayons osculateurs. Si par le même point de cdntact et par l’axe 2a , 
on fait passer un plan qui forme l’angle j 5 avec le plan qui passe 
par les deux aXes et 2a' \ la section de l’ellipsoïde par ce nou- 
veau plan, sera une ellipse dont 2a sera un des axes, et dont 
l’autre axe que nous désignerons par A , sera tel que 
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Le rajon oscillateur de cette ellipse, an point de contact, est 
en nommant donc B ce rajon , on aura 


1 

'b 


.sin\G4-^ ,cos‘. 9 | = ”.sin%6 cos*. 9 . 


L’action d’une portion infiniment petite de l’ellipsoïtlc formée par 
le plan qui passe par les axes 2a et i/ly et par un autre plan fai- 
sant avec le premier ,, l’angle J 9 , et passant par Taxe 24/, celte 
action, dis-je, est à très-peu-près la meme que celle d’une por- 
tion semblable d’une sphère dont le rayon serait i?; ainsi l’action 

doucette sphère étant, par ce qui précède, celle de la 

portion infiniment petite dont il s’agit, sera ^ > 

l’action er^tière de l’ellipsoïde sur le canal, sera donc 

cos^ e + ". sin*. 6} ; 


5 i lal^miii^ est < 


l’intégrale devant èj^re prise depuis 9==o jusqu’à 9 s=: 27 r^ ce qui 
donne pour cette action 

Si est concave, il faut supposer b et b' négatifs. Si elle 

est en partie concave et en partie convexe , comme la gorge d’une 
poulie; il faut supposer positif, le rayon osculatenr relatif a la par* 
tie convexe; et négatif, celui c|ui appartient a la partie concave# 
En noraraant B et B' les rayons oscillateurs des sections de la 
surface du corps par deux plans cjui forment entre eux un angle 
droit; on aura, par ce qui précède, 

|'==ysin“.9+J-cos“.9, 

f , , 

d’üu l’on conclut en changeant 6 en -+6> cèl^ change ^en .5 , 


partant, 


^=i.cos”.0-f-^.siu“.0; 


• O. L — 1-4--. 
jj " ' ' B' è 
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L’aclion précédente peut donc encore être mise sous cette forme , 


+ â + 


IL 


c’est-à-dirc que l’action d’un corps de figure quelconque, sur lo 
fluide renferme dans un canal infiniment étroit, perpendiculaire à 
un poiut quelconque de sa surface, est égale à la'dcrni-somme 
des actions de deux sphères qui auraient pour rayons, le rayon 
oscillateur d’une seefion quelconque de la surface par un plan 
mené perpendiculairement à la surface par ce pomt, et le rayon 
oscillateur de la section formée par un plan perpendiculaire au 
premier. 


4 . Déterminons présentement la surface de l’eau renfermée dans 
un tube de figure quelconque. On peut, comme on sait, employer 
dans cette recherche, ou le principe de l’équilibre d’iin<:anal cur- 
viligne aboutissant par scs extrémités, à deux points de la sur- 
face; ou le principe de la perpenclitjularité de la force à la sur- 
face. Dans la question présente, le premier de ces principes a un 
grand avantage sur le second, en ce qu’il n’exige que la déter- 
mination deâ^detîTf-^clions K m^j .^ la seule 

détermination de la seconde action , la premièré*.^'^ dispai^iissant 
de l’équation à la surface, comme on le verra bieiîîbv Qiioique 
la force qui produit cette seconde action, soit, à la surface, in- 
comparablement plus puissante que la pesanteur ; cependant , cette 
force n’agissant que dans un intervalle insensible, son action sur 
une colonne fluide d’une longueur sensible, est comparable à l’ac- 
tion de la pesanteur sur cette ^olonne. Mais si l’on voulait faire 
usage du principe de la perpendicularité de la résultante de 
toutes les forces, à la surface; il faudNi4iy?nsidérer, non-seule- 
ment les forces qui produisent les actions A! et ~ , forces 

qui doivent êtfCi pl/fpendiculaires à cette surface, mais encore la 
pesanteur, et la force qui résulte de l’attraction du ménisque 
différence de l’ellipsoïde osculateur et du corps; car quoiqu’il n’en 
résulte qu’une action insensible sur une colonne fluide, pareeque 
cette force n’agit sensiblement que dans un intervalle insensible, 
cependant elle est du même ordre que la pesanteur. La difficulté 
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d’évaluer toutes ces forces et leurs directions, rend donc ici le prin- 
cipe de l’équilibre des canaux , beaucoup plus commode. 

Soit donc (i (Jig* 5) le point le plus bas de la surface AOB 
de l’eau tenfermée dans un tube. Nommons z la coordonnée ver- 
ticale OM\ qc et J, les deux coordonnées horizontales d’un point 
quelconque A de la surface. Soient R et R le plus grand et le 
plus petit des rajons oscillateurs de la surface à ce point. 

R et R seront les deux racines de l’équation 

R . (rî— — /t . / • { (1 +q ") . r^^pqs + (i+p*) . t] + (i O, 

équation dans laquelle 



On aura donc 


- + A 


(\+q').r—Cipqs + (_i + p').t 

(i+p‘+ry ■ ' 


Cela^osé^^ji'l^ conçoit un canal quelconque infiniment étroit 
iV*S’C^^i»frtoit avoir, par la loi de l’équilibre du fluide renfermé 
dans ce canal , 


A — 


H 

a 





h et U étant le plus grand et le plus petit des rajons oscillateurs 
de la surface au point O, et g étant la pesanteur. En effet, 
l’action du fluide ^r b-i^anal, au point N, est par ce qui pré- 

cède, K — f^. et de plus, la hauteur du point iV au- 

dessus du point O est z. L’équation précédeil ^ j onne, en j sub- 
stituant pour^-|-^, sa valeur. 


(1 +q^).r—2pqsri-(i +p‘)-( 
(i+P* + <7“)* 


20-Z 

ir 



00 


celte équation est aux différences partielles du second ordre î en 

Ca 
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l’intégrant, on aura deux fonctions arbitraires que Pon détermi- 
nera par l’équation de la surface des parois du tube dans lequel 
le fluide est renfermé, et par l’inclinaison des plan> extrêmes de 
la surface du fluide; inclinaison qui, comme on Pa vu, doit 
être la même pour tous ces plans. 

Lorsque la surface est de révolution autour de Paxe des z; Péqua- 
tion précédente se réduit aux différences ordinaires. En effet 
Z devient alors une fonction de Soit u = 

on aura ^ 

\di) U ‘ du ^ \dx^ ) 'ÜF ' ' diL*^ 

/ ddz \ .ry ddz xy dz 

\dxdy ) * du"^ Fd '’dii^ 

^ dz 

\dy / U du ^ / u^ du' " ' * du' 

L’équation précédente devient ainsi 


ddz ï dz 
did ' u ‘ du 


('+£) 




(■+£) 


H 


G 


((A: 


K.-uP 


car au point O, è est égal à Z>', lorsque la surface est de révo- 
lution. Dans le cas où la surface est une couronne circulaire, 

b Qt b étant inégaux, ^ exprime alors la somme des deux frac- 
tions qui, aj^ant Punite pour numérateur, ont pour dénominateurs 
le plus grand et le plus petit des rajons osculateurs, au point 
le plus bas de la surface. On peut obser^’^er encore que dans Péqua- 


lion {b) le terme 


ddz 

du^ 




représenle R étant le rajon oscil- 


lateur de la section de la surface par un plan passant par Taxe 

1 dz 
u du 


de révolution. Le terme 




+ 


dz 

du^ 


r représente /î' étant Paur 
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fre rayon de coijrbiue : ce rayon est égal à la perpendiculaire à la 
surface, prolongée jusqu’à sa rencontre avec l’axe de révolution. 

Soit ^ 5= a • on aura en intégrant, 




2c(..J zudu = constante. 


En faisant commencer l’intégrale avec u, la constante 
sera nulle. Soit 


U = u + —Jzudii 


l’equalion precedente donnera 




Dans le cas de a nul , on a U z=lu\ ce qui donne 


et par^^nseq;/tft 

.fzudu - 1 }. 

La différentielle du second membre de cette équation est 

f 

eth'^du 4- Q.b''"') 9.dib.dll ^ 1 

3F- • 

Si l’on néglige les quanîiïés de l’ordre et*- on peut changer z^en li 
dans cette fonction différentielle. On aura ainsi eu différentiant 
l’expression précédente cle z/, 

z/z/ = z/zz'. (l — ^ + V'Zj* — — f 

ce qui donne 
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Soit z/=:Z»,sin .03 on aura 

. siii. 8 . ( I — aZ>“) + . r/6 . 1 sin. afl 1 - 

ce qui donne en intégrant 

J = ( I — cl ])'' ).(i — cos. 9)4-“. (l cos. 20)4- . log. cos. { 0. 

En nommant l le demi-diamètre du tube, et observant que C( 
demi-diamètre est à Irès-peu-près égal à la valeur extrême de u 
parceque les plans extrêmes de la surface du segment (|ue nouî 
considérons, ne sont, comme on Ta vu, éloignés du tube, que 
d’une quantité imperceptible^ on aura pour la valeur extrême 
de h! y 

Il =: / 4“ cüf" l — • ^ ot , y 4* I ^ • Y * ® i 


y étant ici la valeur extrême de 0, valeur qui est le complément 
de l’angle que les cotés extrêmes de la courbe AOB forment avec 
les parois du tube. On a ensuite pour la valeur extrême de U y 


IL z=z b , sin. 0' ; 

eu comparant ces deux valeurs de u', on aura 

^ 4 et, y ^ et.y . COS^ . G' 

sin. o' ' sin. e' ^ ’ /.sin. o' ' /.sin. 

OU à très-peu-près , 

7 l . ei. P , aP . , etP . COS* . 6 ' 


'■ . ■) 


ce qui donne pour la valeur extrême àe z. 


Z 

et 


; I tf ( fa cos*. t')) , QA.P 4 ^.P . .. 


1 sin. G' ( A.P / , ( 1 ”*cos^.6')\ 1 

b~ 7 sin*. fc' * \ sin*. ô' Jj 


t,] 


, ( 1 — cos*.60^ 


U est facile de s’assurer que les expressions de z et de g ont en- 
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Gore lieu, lorsque la surface du fluide est convexe-, ‘seulement 
es Z doiverit alors être comptés de haut eu bas, depuis le 00 ^; 
le plus eleve d^ la surface. ‘ * 

5, Considérons présentement le tube capillaire AfVFA f /?-r l'i 

L’action du ménisque MIOKM pour soulever le fluide ^rcai 
nal OZ est , par le n” i , égale à Si l’on nomme q l’éléva- 
tion du point O au-dessus du niveau du fluide du vase ABCD-, 
on aura, par le même numéro, en substituant donc 

pour J , sa valeur trouvée dans le numéro précédent , on aura 
à tfès-peii-près , 

/Asin 




\ sln^b' \ 3 b' /) ’ 


Pour déterminer a, nous observerons que a = et que Ton a 


à tres-peu-près ç = — ^ ce qui donne 




et parc^ 5qu^‘ 



sin. Ô' 


7, sin. é' 


ll- 

l 


l 

(/ .^in. b' * 

\ si.V.6' )j 


— est une quantité constante , quel que soit le demi-diamètre l 


du tube; et ô' est, comme on l’a vu, une quantité indépendante 
de ce demi-diamètre: de plus, si / est très-petit, la fraction - 
peut Être négligée vis-à-vis de Punite^ on aura donc à très-peu-près 


ff sin. 

q — T- 
’ ë 


constante 


\s 

c’est-à-dire que PÊlévation du fluide est à très-peu-près réciproque 
au diamètre du tube, conformément à l’expérience. 

Pour juger de rap[)roximation que l’oii obtient en supposant 

9 ~ ~ supposons 6' égal au quart de la circonférence, ce qui 



MECANIQUE CELESTE, 
paraît avoir lieu pour l’eau dans un tube capillaire de verre j le 
ferme que Ton néglige alors, est — ou — supposant 

/ égal à un millimètre, ou le diamètre du tube i gai à deux mil- 
limètres; on a par l’observation, comme on le verra dans la 
suite, relativement à Eeau dans un tube de verre, <7= 6'"‘"'*,784; 

la fraction ^ devient donc alors peut donc être né- 

gligée relativement à l’unité. Dans les tubes plus étroits, cette 
fraction diminue en raison du carré de /; car^ <7 augmente en 
raison réciproque de /. On voit ainsi que dans les tubes capil- 
laires, on peut supposer sans erreur sensible, 

constante 

ou la liauteiüT du fluide au-dessus du niveau, en raison inverse 
du diamètre du tube. 

Si la surface du fluide intérieur est convexe; en concevant, 
comme précédemment, par l’axe du tube, un canal infiniment 
étroit ciui,^se recourbant au-dessous du tube, aille aboutir à la 
surface du fluide contenu dans le vase; l’action cV' iiuu’e du tube 

sur le canal intérieur sera, par le n® i, égale ’action 

du fluide du vase, sur la branche extérieure du canal , sera égale 
à K. Mais si l’on nomme <7 l’élévation du fluide extérieur, au- 
dessus du fluide de la branche intérieure du canal, il faudra ajou- 
ter à raclion K, le poids ^<7; on aura donc par l,a condition 
de l’équilibre du fluide renfermé dans le canal. 


K+gç:=K + ^-,, 


ce qui donne 
et parconséqueüV 

H sin.6' 


H 


f I , ^ ^r — i (1— cos\r )s f 

* g* / *l {/.sin. 6' \ sin^.ô' /j’ 


D’où il suit que dans les tubes très-éiroifs, la dépression q du 

Iluide 
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fluide intérieur du tube , au-dessous du niveau du fluide extérieur, 
est réciproque au diamètre 2 / du tube, ce que l’expérience in- 
dique encore. | 

Si le tube est incliné à l’horizon, la surface du fluide qu’il 
renferme sera à très-peu-près la même que si le tube était verti- 
cal; elle sera, dans l’un et l’autre cas, à fort peu-près celle d’uu 
segment sphérique dont l’axe est celui du tube; parceque l’action 
de la pesanteur ne fait qu’introduire dans les résultats du calcul, 
des termes multipliés par a; et l’on vient de voir que relativement 
aux tubes très-étroits, ces termes peuvent être négligés. En nom- 
mant donc q la hauteur verticale du fluide au-dessus du niveau j 
ou Sa dépression au-dessous, on aura toujours 


H sin.é' 



ce qui est conforme à l’expérience. 

6. On peut étendre l’analyse précédente au cas où un tube cy- 
lindrique serait traversé par un cylindre de même matière, et qiif 
aurait le même axe que le tub^. Le fluide s’élèverait dans l’es- 
pace corai^s^^^iit^’6 parois intérieures du tube et la surface du 
cylindr^ . oi^espace estcapillaire, on déterminera ainsi l’équa- 
tion deV ^^ g\^ .ce du fluide qu’il renferme. 

ReprenoiN^’équation différentielle (b) du n° 4- terme g de 

son second membre exprime ici la somme de deux fractions qui 
ont chacune l’unité pour numérateur, et pour dénominateurs, le 
plus grand Vt le plus petit des rayons oscillateurs de la surface 
du fluide, au point le plus bas d’où l’on compte les z. Cette équa- 
tion donne en l’intégrant 



Pour déterminer la constante, nous observerons qu’au point ou 
le fluide touche la surface du cylindre, on a 
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/ = — sin.b. 

l/'+S 

Je donne à sin. 6' le signe — , pareequ’à ce poin^, est une 

quantité négative. En faisant donc commencer l’intégrale fzudu 
à ce point, et nommant /, le rayon du cylindre, ou la valeur 
de U, à ce même pointj on aura 


ce qui donne 


constante = — / . sin. 6' — -j- , 


— — 2 a. j'zuduz=X-~ — / . sin. 6'. 

K '+5? 

Supposons d’abord a nul, et nommons V le rayon du creux du 
tube; L' sera la valeur de u au point où le fluide touche les 
parois du tube. A ce point , on a 




1 sin. 6' ; 


on a donc à ce point 


l ' . sin. 6'= ^ — / . sin. ô' J 


ce qui donne 


Cela posé , on^àura 


I sin. V 

bTZTc 


1 /.+; 


(u»-//') . û, 

. Sin.ô , 
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d’où l’on tire ' 

— ■ du ■ sin.T 

'' ^ U*— (,i- _//')!. . j,j„a j7 > 

équation dont l’inlégrale dépend de la rectificalion des secUons 
coniques. 

a n’éfant plus supposé nul, on a 

i 2a ^ . 

P l'—l (r — /) . (Z'-I-/) 

l’intégrale fzudu étant prise depuis u — l jusqu’à u = l'. On a 
fziidu = i li^z — i .fu'dz. 

Si Ion négligé les <[nantités de l’ordre «, l’expression précédente 
de dz, substituée dans le second membre de c^te équation, 
donnera ' 


fzudu = 1 id . f' , ^ y' 

J “ J Ÿ {^l'—iy.u-- (u‘—ky. sm’. / ’ 

et parca^selpient on aura, aux quantités jirès de l’ordre a*, 

r (.u^—U').du a P (u'‘-ll').u^du 

— / l^V+0 J \/lt-l)\u^-{u’‘-!ty.iin\t,' 0+0 J [/ {t-iy.u‘-{ti‘-iïy.àrdÂ‘ 


les intégrales étant prises depuis u—l jusqu’à u — l'. Ces inté- 
grales ne peuvent être déterminées que par approximation; mais 
il nous suffira d’observer ici que * étant fort petit, lorsque l’es- 
pace compris entre les parois du tube et le cjlindre est très-étroit ; 
on peut , sans erreur sensible, négliger les termes multipliés par «, 
comme on a vu dtyps le n° 5 que cela pouvait sc faire dans un 
tube très-étroit. On aura alors à très-peu-près 

1 sin. G' 

b — i'~r 


7 . Imaginons maintenant par le point le plus bas de la surface 
du fluide compris dans l’espace capillaire, un canal infiniment 
étroit parallèle à l’axe du tube, et <|ui en se recourbant au- 
dessous du tube, aille aboutir à la surface du fluide contenu dans 

Ua 
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Je vase dans lecjuel le tube est plongé. I/action du fluide îiité- 

rieiir sur ce canal , sera K — j j car 2 étant^ par ce qui précédé, 

la somme de deux fractions qui ont pour numérateur runilé , et 
pour dénominateurs le plus grand et le plus petit des rayons oscil- 
lateurs de la surface au point le plus bas; l’action du fluide inté- 
rieur sera, par le théorème du n° 3, K — Cette action 

scia donc, par le n° précédent, 

^ L' — l • 

Si l’on nomme (f l’élévation du fluide dans la branche intérieure 
du canal, au-dessus du niveau du fluide du vase; en ajoutant 
g(f a l’action précédente, la somme doit faire équilibre à l’ac- 
tion K du llaide du vase sur le canal ; on aura donc 

Cîî qui donne 

/ H sin. Ô' 


Par le n® 5, l’élévation du fluide au-dessus de sm^^niveat , dans 
un tube dont le rayon est H — /, est égale à cette Vtticiij: le q' \ 
le fluide s’élève donc dans l’espace capillaire, comme dans un 
tube dont le rayon est égal à la largeur de cet espace. 

Si la surface du fluide est convexe; l’expression précédente de q* 
est alors celle de la dépression du fluide au-dessous du niveau, 
et le fluide s’abaisse dans l’espace capillaire, comme dans un 
tube dont le rayon est égal à la largeur de cet espace. 

En supposant infinis, les rayons du tube et du cylindre, on 
aura le cas de deux plans verticaux et parallèles très-proches l’iin 
de l’autre ; le théo-ème précédent a donc encore lieu dans ce cas 
que nous allons ffJiter par une analyse particulière. 

8. AOB 5) étant la section de la surface du fluide compris 
entre les deux plans , par un plan vertical qui leur soit perpendicu- 
laire; si l’on nomme iVibT, j, z sera fonction dey seul. De plus, 
b et U étant le plus grand et le plus petit rayon osculateur de la 
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surface du fluide au point O le plus bas; b sera infini, ef b' sera 
le rajon osculafeur de la courbe AOB, au point O. On aura 
ainsi dans l’é quation (a) aux différences partielles du n" 4 , 

■ r = o; a = o; p~o-, q = — • -—o- 

’ dy ^ b 

cette er[uation devient parconséquetit 


ddz 

,d^ 


20LZ = 


b'^ 


('+^7) 

eif la multipliant par dz et l’intégrant, on aura 


l/'+l 


az* == ^ -j- constante. 


dz 


Au point O y ’^—Q) donc constante — — et parconsequent 


y. 


i/' 


+ 


Soi^ 


dz^ 

7f 

b' — Z 


b' 


— az* 


on aura 




Z.dz 


v^i — Z" 

Cette équ^jtion est celle de la courbe élastique : cela doit être, parce- 
qu’ici comme dans la courbe élastique, la force qui dépend de la 
courbure, est réciproque au rayon osculateur. Au point Zt le plus 

élevé de la courbe ^4^ y on a ^z=tang. 6 ', 9' étant comme ci-dessus 

le complément de Tanglp que le côté extrême de la courbe fait avec 
le plan ) on a donc à ce point ^ 

Z — cos. 6' ) 

ce qui donne pour déterminer la valeur extrême de Zy 
^-az* = COS.Ô', 



5o' 

ou 
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Si les deux plans sont à une distance infinie Tun de Tau^rej V est 
infini, et Ton a 

a.sin. \ ô' 

Z = 7=^- 

\/ Q.A 


On a parlen® 4^ ^ = fit • d’ailleurs dans un tube capillaire dont le 


demi-diamètre est on , q étant la hauteur à la** 

quelle le fluide s’élève dans ce tube , au-dessus du niveau ; qa 


a donc 


^y/.tang.-iÜ'. 


En supposant égal à un angle droit, comme cela paraît avoir 
lieu pour Tcau relativement au verre ; l étant un millimètre , on 
^ a y = 6 '"', 784 , ce qui donne pour la hauteur à lat|uelle l’eau est 
su'ulevée par un plan de verre plongeant verticalement dans un 
vase rempli de ce fluide, 3'"‘,6o56. L’expérience doit donner cette 
hauteur un peu plus petite pareeque le point que no«s prenons 
pour l’origine de la courbe, ne pouvant être sens^bllî que\rîir sou 
écart des parois du tube , il doit être un peu au-dess^s»^i 
On doit observer que nous entendons toujours par le poïTu A ex- 
trême, le point le plus près du tube, situé hors de sa sphère d’ac- 
tivité sensible, et qui étant à une distance insensible du tube , 
peut être censé le toucher. 

Dans le cas d’une distance infinie des deux plans, l’équation 
différentielle de la courbe devient 


Zf . et . ^/ a — 

Ainsi dans la figure 4, PÇ étant la ligne de niveau du fluide, 
P/^'seraz, et fitisiint FN=y, on aura r/y-' = — dy\ réqualion 
différentielle de la courbe yiNQ, que le fluide forine près du 
plan AP sera donc 

. 

Z . \/ a* . y I — leiz' ’ 

équation facilement intégrable. 
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Si la distance muliielle des plans est très-petite; l’équation 

b' — Z 

-^^CU‘ = Z, 

2 , r, ai'* Z.* 

i' b'~ > 

donne par la formule {/j) du n° 2 i du second livre, 
i = 1 —Z— ctb'i . ( I —zy+2x^ù'^ • (i— . ( I —zy + c te , 
d’où l’on tire 

dz = — b'dZ . { I — 2xb'\{\ — Z) + efc. }; 
et parconséquent 


^ — 
b' 


ZdZ \ —9.a.b'' \ \ ~ Z) - >f.e\c 
V'i —Z‘ 


1 


Soit ^ = cos.Ô5 on aura 

. cos. fl « {i — 2aZ^'\ (i — cos.6) + e(c. }, 

d’où Ton tire en intégrant, 

^=sin .9 — (2 .sin.6 — 6 — { . sin.26)j 

on aura donc, en supposant que la valeur extrême de j est /; 
'que celle de 6 est 6', et que l’on a parce qui précède, et 

1 sin. ô' f 2/ / 6 ' , . ûA ) 

O ^ob‘ l i ^.sin.u \ 2sin. 6. ^ / j 

ainsi l étant fort petit relativement à q, lorsque les plans sont 
Irès-rapprochés , on a à fort peu-pres 

I jin. t' 
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Dans le cas de ô' < 5 gal à un angle droit, la fraction 


devient 


o.l 

^.sin 


3/ / 


r 


2 .sin. t/ 


■ COS 


5 . 0 ') 


-•Ci- 

'7 


-i-TT). 


Si I est un millimètre, cette fraction, relativement à l’eau, est 
égale à •(» — 75^ ’ P^*' négligée 

vis-à-vis de funitc. 

L’expression précédente de donne, pour l’élévation /du fluijde 
entre deux plans verticaux et parallèles distans l’un de l’autre de 2/, 

n. 0 \ 2 . sin. 6 ' ' /J 


r Jf sin. 

^ g ' ±l 

t 


q . sin. 


C’est encore l’e/pression de la dépression du fluide au-dessous de 
niveau, entre les mêmes plans, lorsque la surface intérieure 
du najde, au lieu d’être concave, est convexe; et dans le cas 

1 , » . Il r I • 1 5 , , // sin. ô' 

cie / tres-petit , elle se réduit a tres-peu-pres a ~ 

tiC 


Si les deux plans parallèles, au lieu d’être verticaux, Svi^nt in* 
clinés à l’horizon; la surface du fluide intérieur , et s^positioii 
relativement aux plans qui le renferment, est à très-peu-pres la 
même que si les plans sont verticaux, comme on l’a vu dans le 
n® 5, relativement aux tubes inclinés. I.a hauteur verticale du 
fluide au-dessus du niveau est donc la même, quelle que soit l’in- 
clinaison des plans. 

9. Considérons maintenant une petite colonne de fluide , ren»*.' 
fermée dans un tube conique capillaire, ouvert par ses deux 
extrémités. Soit ABCD ce tube, et MM'N'N la colonne fluide 
5 ). Supposons d’abord l’axe OJS du tube, horizontal, O édint 
le sommet du C^ôiîe prolongé par la pensée. Suppa Jus de plus, 
la surface du fluide, concave. Il est visible que le tube étant 
plus étroit en /7 qu’en //, le rayon de courbure de sa surface est 
plus petit dans le premier point que dans le second. En nommant 
donc et V ces rayons , l’action du fluide en yt?, sur un canal 

infiniment 
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, f , H ^ 

infiniment étroit pp' sera K — j > et en cette action 
K — ainsi h étant plus grand qiieZ>, cette action sera plus 

grande en p' qu’en p , et parconséqueiit le fluide renfermé dans 
le canal tendra à se mouvoir vers le sommet O du cône. Ce se- 
rait le contraire, si la surface du fluide était convexe *, car alors 

ces actions seraient respectivement l’action 

du fluide sur le canal est donc alors plus grande en p qu’en p, 
et parconséquent le fluide tend à se mouvoir de p vers p\ 

.Déterminons les rajons de courbure b et h'. Soit Ogz^a, 
q étant le milieu de pp\ Nommons de plus, la largeur pp' 
de la goutte, et ^ Tangle très-petit MOp. Enfin nommons fc' le 
complément de rinclinaison du côté extrême de l’arc pM , sur 
le côté OM du tube. J1 est facile de voir que sii’on suppose les 
courbes MpN et M'p'JS' circulaires, on aura j/ 


. tan^. -rr ^ . tang. ^ 

sin. b' -f tang. 'Sf ’ ' i>in. 6' — tang. «ar ^ 


ce qui donne 

L 


H 

' b' ^ 




tang. 

a 




+ =-2? + etc. 


Mais si m élevant le point , on incline àTliorizon, Taxe OE, 
d’un angle Kj le poids delà colonne;;// sera sin. étant 
comme ci-dessus, la pesanteur: lorsque la colonne reste suspendue 
en équilibre au moyen de cette inclinaison, ce poids doit balancer 

la force j — avec^ laquelle elle est poussée vers O par l’attrac- 
tion du fluide^ on a donc, en négligeant les tejQies insensibles, 


: 2 i^cL . sin, 




//.sin. 
tang. :•■ 


2fit , 2 /^ 


Nommons l la hauteur à laquelle le fluide s’cîleverait dans un tube 
cjrlindrique dont le demi-diaratlrc intérieur serait «/.lang.-sr, ou 
SUPPL. LIV. X. 
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do.ntlediamclre serait celui du tube conique au points; on aura par 
le n° 5 , 


On aura donc 


, H . Mn. ô' 

/>•/ — - , 

^ a.tang. qr* 


sin.F=- 

a 


l . tang. «ly 

"T^ÏÏTF' 


r,e terme peut être mis sons la forme - il sera 

tiès-pefit par rapport au terme -, sia. tang.'ijr est fort petit rela- 
tivement à a, c’est-a-dire si la longueur de la petite colonne ést 
beaucoup plus grande que la largeur du cône au point y. Dans 
ce cas, on a à fort peu-près 


sm,V = -. 

'c. “ 

l étant, en raison inverse de a, ^ est en raison inverse de a'-, et 

comme P' est un angle pen considérable, il en résulte que cet 
angle est alors à-peu-près réciproque au ca..vi de la distance 
du milieu de la goutte au sommet du cône. ' 


Le terme est dû à la différence des nombres de degrés que 

renferment les arcs MpN et M'p'N' , et cette différence vient de 
ce que l’un de ces arcs tourne sa concavité, et l’autre sa«convexité 
vers le sommet O du cône. I.e terme dépendant de cette différence 
peut donc être négligé sans erreur sensible, lorsque la largeur a* . 
de la colonne est beaucoup plus grande que son épaisseur ou le * 
diamètre du cône au point ç •, et alors on peut supposer que les 
deux courbes MpN et M'p'N' sont semblables. 

Nous avons supposé les deux surfaces de la colonne fluide , 
sphériques : mais cette supposition n’est pas exacte , et l’on voit 
par le n° 4 » qu’a raison de l’action de la pesanteur 5 ", la valeur 

de ^ sera diminuée d’un petit terme de la forme ^ .Ç. ^ 5 Q 
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étant un coeffi.cient indépendant de h. Pareillement ~ sera dinti,^ 
nué du terme la différence ^ — p sera donc aug- 

ment de — b)] ou à trcs-peu-près de 

valeur de sin. sera donc augmentée du terme Sa „5 

^ bin 0 

déterminer Ç , on voit qu’il doit être un peiÉ nombre, et il y 
a lieu de croire qu’il est au-dessous de l’unité, comme dans 

l’expression de ^ du n® 4, oii il n’est que j, lorsque 0' est un angle 

duoit. La valeur de ne sera donc augmentée par là, que d’un 
angle très-petit et moindre que ^ ainsi on pourra, sans erreur 
sensible, négliger cet accroissement. 

lo. Considérons de la même manière, une gouttcAle fluide entre 
deux plans qui se touchent par deux de leurs bq^ supposés dans 
une situation horizontale. Cette goutte prendra entre ces plan^ 
une forme à-peu-près circulaire et semblable à celle d’une 
Déterminons d’abord la figure qu’elle prendrait entee^ d^iffx plans 
horizontaux, très-riches l’im de l’autre. Sa surface sera celle 
d’un solide de11?volution autour d’un axe vertical passant par son 
centre de gravité. En prenant donc ce point pour l’origine des 
ordonnées verticales z , et des ordonnées horizontales ii) on aura 
par le n"* 4> l’équation différentielle. 



b' étant le rayon de la circonférence produite par la section de la 
goutte, par un plan horizontal mené par son^ceutre de gr vifé ; 
b est le rayon oscillateur de la section de la surface de la goutte, 
par un plan vertical passant par sou ceiifro de gravité , au point 

où Z est nul. Je donne aux deux fractions^ et deux signes con- 
traires; parccque la surface est concave vers le centre de gravité. 
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le sens horizontal , et convexe vers ce point , clans le sens 
vertical. 


Si Pon néglige l’action de la pesanteur^, comme nous l’avons 
fait dans le n® précédent*; l’équation précédente donnera en la 
multipliant par udu , et en l’intégrant , 





Pour déterminer la constante, nous observerons que z étant nul^ 

dz 

on a ^ infini , et u—lj\ on aura donc 

constante = 5 ^ + ^ 


et parconséquek t 



dz 

7i. 

du 



1/ 

' 26 ' 26' ' 

Soit 


U* , ¥' + u' 



‘1’ 26' ’ 

on aura 

dz — - 

U .du 


L’intégrale de cette équation différentielle dépend d /5 la rec- 
tification des sections coniques. En intégrant, on aura z en fonc- 
tion de U, Soit 2 h la distance des deux plans entre lesc^jids 1 
goutte est comprise, et nommons / la valeur extrême dew, tétant 
la valeur extrême de z; l’intégrale précédente donnera h en fonc- 
tion de ff b et U. Si l’on nomme ensuite, Viomrae précédemment, 
6 ' le complément de l’angle que le côté extrême de la section 
verticale forme avec le plan horizontal ; on aura à ce point 


donc 


cos. 6 ' U 

iïn. ô' ” ÿ'u* — (j* * 



. ' 
?7/ 
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en substituât dans le second membre de cette équation 
d’où l’on tira* Lr 


cos. b = 


iifb 


ab' ^ âfb' • 




Si Ton substitue dans l’expression de h en fonction de f, b et //, 
au lieu de sa valeur tirée de cette dernière équation , on aura 
une équation entre h, b etU ^ d’où l’on tirera b en fonction de II 
et de 

Si l’on suppose b' considérablement plus grand que h, c’est-à- 
dire, si l’on si/J^pose l’épaisseur de la goutte, fort petite par rap- 
port à sa largeur , comme on l’a fait dans le n“ précédent ; on 
p^ut alors déterminer z pai une approximation convergente. Pour 
cela, soit 

1 1 1 

b~V~V'* 

et faisons 

U — U U y 


ü sera fort petit relativement à U y et l’on aiira 






Soit encore 


U U 


Il * 

on aura, en négligeant les quantités de l’ordre y, 
C7=|;.(Z,W); 

ce qui donne 
Soit * 

' S = ù\(i*j-^y, w' = ^.(i— COS.6); 

m .* 

on aura à frès-peu-près, 

./z = . ./â . {cos. 9 - ^ ■ cos. 20 ] ; 


ce qui donne en^nlégrant, et en observ'ant que z est nul avec ic 
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^t|parconséqiienl avec ô, 

z = sin.0 — ^ . 9 . sin. aî. ' (^/) 

Nommons h la valeur extrême Ae z , et désignons par 6" la valeur 
correspondante de ô; nous aurons 




il 

a/»' * hin. h" 




d’où l’on tire à fort peu-près ' 

I sin. ô" ( 6* . h cos. | 

6" /i * ( 2^ * sin*. ô""* 2^' * î?in. ô'" J* 


On déterminera ê", au moyen de l’angle 6', complément de l’in- 
clinaison des côtés extrêmes de la courbe sur les deux plans. Aux 
points extrêmesVdo la courbe, on a 

V U 


Vr 



COS. ê' U 



~ étant ici la valeur extrême de cette fonction. "Cette valeur est 

U 

donc égale à cos. 6'. On a ensuite à ces points, par ce qui 
précède , 

«* = Æ . ( I — cos. 0') ; 

u = b'-i-u' = b'-hu’ — ÿi 
d'où il est facile de conclure 


on aura donc ainsi 



sin. 6' 


1 sin.fi' f h ô' 

b"~ h *1 ' 2ê' ’ sin*. 6^ 


//.cos.ô' ] 



ou 
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N 


en faisant 


I sin.6' Q 

V'~~i y 


Qz=:— 

^ 9. sin L ' ^ 


Dans le cas de G' égal à iin angle droit, ou à ^ , Ç devient 


égal à 


Considérons maintenant une goiitfe fluide suspendue en é(]ui- 
libre entre deux plans qui se touchent par deux de leurs bords sup- 
posés horizontaux. Soit 2:^ \e très-petit angle formé par ces plans^ 
et ayant mené un plan intermédiaire qui divise cet angle en deux 
parties égales, soit V l’inclinaison de ce plan à l’horizon. La 
section de la surface de la goutte par le plan inttrniédiaire sera 
à très-peu-près un cercle, si, comme nous veii^s de le suppo- 
ser, la largeur de la goutte est considéra bleTpar rapport à soyi 
épaisseur. Concevons par un point qiielconc^e de cette sccLi^ifi et 
par le milieu de la goutte, un plan ^^eiidiculaire au/ ^an in- 
termédiaire; la section de la surface fluide par ce pian , aura à 
très-peu-près po#l^ 1 !^uation, l’équation (a). Menons dans le plan 
intermédiaire, et par le centre de la goutte, une perpendiculaire 
à la ligne d’intersection des deux plans qui comprennent la goutte. 
Par ce même centre, menons une parallèle à cette ligne d’inter- 
section. Prenons ces deux droites, pour les axes des coordonnées 
a: et y d’un point quelconque de Ja section faite par le plan in- 
termédiaii'e , l’origine des coordonnées étant supposée au centre 
' ’ , I^nfia désignons par a, la distance du centre de la 

' . V. ; u t. ligne d’intersection des plans, et par 2x la largeur de 
' i distance du point de la section, à cette ligne, sera 
a~Jif est facile* de voir que l’on aura à fort peu-près 


ce qui donne 



1 -j — . tang,'» 

1 

(a — jt) . tang. 'zr 


a. tan g. 


X 

(i^, tang 
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Ton imagine un canal dont les deux extrémités soixHîc au point 
la section , déterminé par les coordonnées a: et jl , et au point 
de la section par lequel l"axe des y passe ; l’équilibre du fluide 
dans ce canal , donnera l’équation 

en marquant d’un trait en bas, les quantité^ relatives à ce dernier 
point. Mais on a par ce qui précédé , 

f 

1 sin. h' () , I sin. S' Q 

b“—~h ÿ’ 'b\^~ V,’ 

b' étant ici le rajon osculateur de la courbe que forme la section 
de la goutte par le plan intermédiaire. De plus , 

> 4 . 1 ^ / a.tang.<îîr \ 

h y* a . tang. 'tt ' a® . tang. 'ît \ et J ^ 

h, 

on aura^i'^çc 



Hx.îÀïi. ô' 
a^. tang. IJ 


(' + --f—) + • (y - ^ ) 4- . sin. ^ = 0 . 


La section différant peu d’un cercle, Z>'èst à-peu-près égal à la demi- 
largeur a de la goutte: b" est, par ce qui précède, égal à-peu-près à , 

et /î est lademi-épaisseiirde la goutlej est donc fort considérable re- 
lativement à Zi", et parconséqiient^ est très-petit par rapport kp; 

la différence ^ 

Cela est d’autant plus permis , que b', tenant le milieu entre les 
valeurs extrêmes de b' ; la plus grande valeur de la différence* 

A — A n’est qu’environ la moitié de la différence des valeurs 

U U I ^ 

( xtrcines de y. D’ailleurs, la figure de la goutte étant à fort peu- 
près circulaire , comme l’expérience elle-même l’indique j la dif- 
férence y — ^ presque insensible. On peut encore ; dans l’équa- 
' lion 
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tion précé5SVe , négli 

Dflrr'î^niif» o.-* / 


'iger la frac, ion ri,.à-ri» ,1e |•u„l|'/ 

posé l’éauatinn^ ^ ^ *«PPOSifiOQ. est très-petit. Cela 

pose , i tquaÿou precedente donnera ^ 

sia. r=-JLÉIhL_ 

• ^^^‘g.tang. >ar* 

de^a ^ peii-près en raison inverse du carré 

•éneV'n r”* suspendue eu équilibre dans un 

^ne. tu comparant cette expression de sin.iT, à celle du n“ pré- 

lotééLrk r' rr p^*' p'«"* U- 

l’inchlt T . x", P'"" «‘ermédiaire, est égal au sinus de 

oublier dans la comparaison de l’analjse préc^ï^te, avec l’L- 
périence, que c« expressions de sin. neyïTqu’approcl^ 

II. L’analjse précédente donne l’esjHifation et lajne^rf^T^iin 
pbenomene sin guh^ que présente l’expérience. Soit ^fle fluide 

trpa * ^u - J ^*^***^ P**’"® '’^i’dcaux et parallèles plon- 

pant dans ce fluide par leurs extrémités inférieures, les plans 
tendent a se rapprocher. Ainsi deux petits vases de verre , do 
toi me parallehpipède, nageant sur l’eau ou sur le mercure, se 
réunissent, lorsqu’ils approchent très-près l’un de l’autre. Pour 

® ‘=°“«dérons les deux plans MB et 

Cw/%* et supposons d abord que le fluide s’éJève entre eux 
_La partie iiÿniment petite extérieure en B, au-dessous du ni- 
’ /Ffessée par une force que l’on peut évaluer ainsi. 
Concevons^n canal ^Sü dont la branche rs soit verticale , et 
Ja bragciMif^ SB, horizsntale. La force dont le fluide est animé 
ans e cana ^S, est égale a g.VS , plus^à la force qui agit 
en , soit par 1 action du fluide sur le canal, soit par la pres- 
sion de l’atmosphère. première de ces deux forces est repré- 
sentée nar K • "-'•"Tjetfis P Ja seconde ’ ’ ’ ’ 


tentée pâr K. i nomtriL 

r *** J JL ja ouv/uuuc j m lorCC lOfa 

colonne y S sera d^ p^K-\-g.VS. L’action dont le 
cana BS e8t^*<(fié, est égale, i°, à l’action du fluide sur ce 
suijw,. Liv. X. 1? 


& 

, la force totale de la 
fluide du 
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et celte action est égale à K\ 2 “. à l’action >kt plan sur 
le même canal ; mais cette action est détruite par /^attraction du 
fluide sur le plan, et il ne peut en résulter dans le plan , aucun» 
tendance à se mouvoir-, car en ne considérant (]ue ces attractions 
réciproques, le fluide et le plan seraient en repos, l’action étant 
égale et contraire à la réaction -, ces attractions ne -peuvent pro- 
duire qii’une adhérence du plan au fluide, et l'on peut ici en 
faire abstraction. Il suit de là que le flijide presse le point R 
avec une force égale à P-\-K-\-g.y'S — K, ou simplement 
P^g.VS. 

Déterminons la pression intérieure correspondante. Pour cela., 
concevons le canal OÇ)R dont la branche OQ soit verticale, et 
la branche ()R, horizontale. La force dont le fluide est animé 
dans la branche OÇ est égale à g.Oq, plus à la pression P de 
l’atinosphcre, mlus à la force avec laquelle le fluide agit sur la 

colonne OQ , efniui, par ce qui précède, est égale kK — La 

V"- " // 

foffcasdont le fluide’ •î'Ç est animé est donc P-\-K~j-\-g.OQ\ 
or on a«^ac ce qui pré.“6de. 


‘i=S-OV; 


donc la force du canal OQ est P ■\-K-\-s.VQ. La force du ca- 
nal QR est égale à Aj le point R sera donc pressé à l’intérieur, 
par la différence de ces forces, ou par P -\-g .PQ ou P-\-g .f^S. 
Ainsi le plan est également pressé à l’intérieur et à l’exiérie • 
et il sera en éciuilibre en vertu de ces pressions. 

Le fluide à l’extérieur, s’élève jusqu’en Z, «n. yi 
courbe FZ'Z-, et dans l’intérieur, il s’élève ju-<|V . 

formant la courbe ON' N. Les parties du plan ex ■ • 

sines de Z et d® A, et semblablement placées à une distance de Z 
et de N égale ou moindre que le rajon de la sphère d’activité 
sensible du plan, sont également pressées à l’intérieur et à l’cx-j 
térieur j parceqne les surfaces du fluide, comprises dans cette sphère, 
vers Z et vers A, sont les mêmes à très^^-près. D’ailleurs la 
différence extrêmement petite qui peut en réstHiftp^ entre les près- 
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sîons inœl^Nure et extérieure du fluide, n’ajaiit lieu que dîln^ 
une étendue \nsensiMe*, on peut la négliger, et ne considérer 
que la pression exercée par le fluide aux points où l’action du plan 
sur la surface, cesse d’être sensible. Soit donc Z' un des points 
de cette surface, et concevons un canal horizontal Z'q. La force 

en Z' sera P -{-K — R étant le rajon osculateur de la sur- 
face en Z\ Si Ton faitZ'!r==a:, Téquilibre du fluide dans le canal 
Z' LF y donnera par lé 8. 



le point y étant placé à une distance du plan, telle que le rayon 
osculateur de la surface en y peut être censé infini. La pression 
extérieure en ç sera donc 

P+K-gx. 


La pression intérieure correspondante sera'V/ 
P^K—j-\-g.{OP^x), 


ou P-\-K—gx-, les pressions sont donc égales 
l’extérieur, dans toute l’étendue ZC. 


à l’intérieur et à 


Considérons maintenant la pression au-dessus du point Z. La 
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pojjnt N* au-dessus de IK) on aura par le n® 8 

HH, , 

y=T-^g^=S-pG-, 

le plan sera donc pressé en p' du dehors en dedans, par la 
force g»p'G. 

De là il est facile de conclure que la force qui presse le plan 
A/?, du dehors en dedans, est égale à la< pression d’une colonne 
(le fluide dont la hauteur est -\^GZ) et dont la base est 

Ja partie du plan, niouillée à l’intérieur depuis Z jusqu’en N. 

Un résultat semblable a lieu pour le plan MB) on a donp, 
ainsi la force avec laquelle les deux plans tendent à se rappro- 
cher, et l’on voit que celle force croît en raison inverse de leur 
distance mutuelle. 

Dans le vid^, les deux plans tendraient encore à sc rappro- 
cher; l’adhérencL.w^u plan au fluide, produisant alors le même effet 
que la pression de y^>‘mosphère. 

On prouvera de la manière, que dans le cas de l’abais- 

sement oTTj'ÎLiido entré iés plans, la pression que chaque plan 
éprouve du dehors en dedans, est égale à îa-^?ssion d’une co- 
lonne fluide dont la hauteur serait la moitié de la somme des 
abaissemens au-dessous du niveau, des points de contact des 
surfaces intérieure et extérieure du fluide, avec le plan; et dont 
la base serait la partie du plan, comprise entre ’ îc.a 1 ' 
horizontales menées par ces points. 

O 

la. Il nous reste, pour compléter cette théorie 
capillaires, à examiner ce qui détermine la conca v/ou 1'' » 
vexité du fluide renfermé dans un tube, ou ei?tre (I mV' ^ L 
principale cause est l’attraction réciproque du tube { u diijc' 
comparée à l’action du fluide sur lui-même. No ^ 
ici que ces atti^actions suivent la même loi des discances , tant 
pour les molécules du tube que pour celles du fluide; et qu’elles 
ne dijBFèrent que par leur intensité à la^' même distance. Soient 
donc P etp' ces intensités. Cela posé ; consilférons {Jig* 7) le tube 
vertical ABCD plongeant dans un vase remfsü de fluicle, et que 
UN soit la ligne de niveau du fluide du va8eV*l&!::j^pa8ons «jne 
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dans le toute la surface du fluide soit plane et au mêfin’ 

niveau. Le |V 6 int O de cette surface, compris dans la sphère 
<! activité sensible du tube, sera à-la-fois attiré par le tube et 
par le fluide qu’il renferme. L’attraction sur ce point, de la par- 
tie (lu tube, inférieure à MN, se décomposera en deux , l’une ver. 
ticale, que nous désignerons par pa: 5 l’autre horizontale et dirigée' 
vers que nous désignerons par pj. L’attraction de la partie 
supérieure du tube suj: le même point, se décomposera pareil- 
lement dans une force verticale — pa:, et dans une force horizon- 
tale pj. Je doiftie à la première force le signe —, parcequ’elle 
agit en sens contraire de la force verticale pu;, produite par l’at- 
■n-actioii de la partie inférieure du tube. Pour déterminer l’action 
du fluide sur le point O, prenons O/ égal à Opij il est clair cpie 
1 attraction de la partie pp'rD du fluide sur ce point, sera ver- 
ticale; nous la désignerons par p'z. L’attraction de la partie r/jV/U 
du fluide ne différera de I attraction de la part^ inférieure du 
tube, que par son intensité; elle se décompci^gii^ donc en deux 
forces, l’une verticale égale à f'x-, et l’a'^ horizontale, mais 
dirigée de O vers p', et égale à — p^. ^AiKsi Je point & sera 
animé par. les forces verticales * ^ ^ ^ 


— px, p'z, p'x. 


et par les forces horizontales . 


py^ —p'y- 

Les prenûères donnent la force verticale unique p^^ + /z-, les 
s'ec^ndes piment la force horizontale unique Cette 

v" " . mille , si p' = 2 p , ou si l’intensité de la force attractive 

de la iiiàiyre du^ube est la moitié de celle du fluide. Alors le 
point On/ sera soumis qu^à la force verticale qui, étant perpendi- 
«iilÆea la surface , \naintiendra le fluieje en équilibre. 

Considérons maintenant un plan vertical CylB S), plongeant 
dans un vase MN£ rempli du fluide. Soit yïR Ja section de la surface 
«fe ce fluide, par un n^/n vertical perpendiculaire au premier. Soit 
encore , une^mgente à la courbe Nommons 9 l'angle 
D J nomjjiiKS p K l’action que la partie inférieure dur 
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jjlali exerce sur la molécule fluide qui le toujjhc en A , 

pérpeiicliculaireinent à AB\ pK sera pareillement force avec 
laquelle cctfe partie du plan attire la molécule A, suivant AB. Cetle 
molécule sera pareillement attirée par la partie supérieure du plan, 
avec une force égale a pK perpendiculaire à ce plan et avec 
une force — pK parallèle au même plan. Cette molécule sera 
encore attirée par le fluide BAD , et il est facile de voir que pK 
représentant l’attraction verticale du fluide, si l’angle BylD était 
droit; son attraction verticale, lorscjue cet angle est 0, sera 
f'/L.sin.9, et son attraction horizontale sera p'K — cos.ô). En 
elïèt, .^/ô.cos. 0 et p'/C.i/ô.sin. 0 seront les attractions élémen- 
taires de la partie infiniment petite pAD , dans laquelle repré^ 
sente l’angle pAD. Eu les intégrant depuis 0 = o, on aura les 
expressions précédentes, 

I^a partie du fluide, interceptée entre la tangente AD et la 
courbe AR , ag^a sur la molécule A avec une force que nous 
désignerons par y j^e(^ dont nous supposerons que A Q soit la 
direction. Soit doncv''*^^/ l’angle QAB ; l’attraction verticale du 
fluide X)j^(^Msera Ç.vp/|/2cr, et son attraction horizontale sera 
Ç.sin.^, Ainsi la molécule A sera animée parles forces verticales 

pK y — P A, p'A.sin. 6, Ç.cos. 

et par les forces horizontales , 

pK y pKy — p'K.(i — COS.0), — Ç.sin.^, 

J’affecte ces deux dernières du signe — , pareequ’eP^;/ 
de A vers N, ou en sens contraire des deux prenc// » ' 
horizontales, , V 

La réunion de toutes ces forces produit une force uiikme A^ 
qui doit être perpendiculaire k AD. Soit h cette résultante?^- > 
la décomposant deux , l'une verticale et l'autre horizontale , 
on aura 

'i 

R . sin. fl = ^'K . sin. fl + Q , cos. « 

R .co8.fl=:3p/C — /j'AT + p'/l .cos. 




Q . cos. (^ — ô) = (ap — p') . . sin. Ô. 

Ç.C 08 . (.^ — 0 ), et sin.flétant positifs, dans le cas on !a courbe 
est concave-, on voit que 2p — p' doit être positif, et que p doit alors 
surpasser 7p% 

8 i le facteur 2p — p' est nul, on vient de voir que la surface 
du fluide est horizoïitak , ce qui satisfait à l’équation précédente; 
car alors Q est^nuh 

Les courbes relatives aux divers fluides remplissant suc- 
^ssivement un même tube, sont différentes entre elles: pour le 
faire voir , considérons un point I placé dans toutes ces courbes 
à la même distance du tube, et dans sa sphère d’activité sensible; 
raclion du tube sur ce point sera la même, et horizontale. Si 
toutes ces courbes étaient les mêmes; l’action d^s fluides sur le 
point /, aurait la même direction; mais elle vai'terait d’un fluide 
à l’autre , à raison de l’intensité respective d(^Ationde ces flnicles. 
Celte action , en se composant avec l’acüon horizontale du tube, pro- 
duirait donc une action résultante dom^^ direcli0?aHiig<w«lit diffé- 
rente dans lesjlijgi’S fluides. Cette résultante doit être par la 
condition de l’équilibre, perpendiculaire à la surface ; l’inclinaisoa 
des plans de cette surface ne serait donc pas la môme pour les 
divers fluides, ce qui est contre l’hjpothèse. Ainsi les courbes AR 
diffèrent suivant le rapport des intensités respectives p et p'. Leurs 
côtés extrêmes, à la limite de la sphère d’activité sensible du tube, 
ont des inclinaisons différentes relativement aux parois du tube, 
iu^naison détermine , comme on la vu , la grandeur du 
de^a surface sphérique qu’affecte la surface du fluide dans 
lès 'th^ J. (is-étroUs, au-delà de la sphère d’activité sensible du 
tube; et (llie grandeur détermine le rayon de cette surface , dont 
.•-^e^ÿ^ppofwaverse détfiriiiine rascension du fluide dans le tube. 

A mesure que le rapport de p à p' augméiife , la courbe^ AR 
devient de plus en plii^ concave ; et lorsque p est égal à p , la 
surface du fluide dany(fe tube est une demi-sphère. Pour le faire 
voir, imaginons 9) qne le tube soit de même matière que 
le fluide, etjii^sa surface ABC soit une demi-sphère. Formons 
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la^iirface sphérique entière ABCS, et supposo?is q^ij^"Ie fluide 
remplit la partie supérieure RASC du tube. En faisant abstrac- 
tion de la pesanteur, comme on peut le faire dans les tubes très- 
étroits; il est visible qu’à cause de Ehomogénéité de la matière 
du tube et de celle du fluide, tous les points de la surface con- 
cave ABC seront animés en vertu des atiractions du tube et du 
fluide, par des forces égales et perpendiculaires à la surface, ce 
qui suffit pour l’équilibre du fluide.i Maintenant, si l’on supprime 
Je fluide supérieur RASC, il ne peut en résuller qu’un change- 
ment insensible dans les fortes qui sollicitent Us divers points 
de la surface ABC y et dans la direction de ces forces; car AR 
étant tangent à la surface sphérique, il est facile de voir quc^ 
l’action de la partie RAS du fluide sur le point Ay est incom- 
parablement plus petite que l’action du tube sur ce point, lors- 
que l’attraction devient insensible à des distances sensibles: l’équi- 
libre du fluide inférieur ABCNM , ne sera donc point altéré par 
la suppression^ fluide supérieur RASC \ d’où il suit que la 
surface du fluide e^^ne demi-sphère , lorsque p est égal à p\ 

Si l’intensité de EuVac^jon du tube sur le fluide, surpasse celle 
de l’attr ^ » ieh du fluicft)>otir lui-même ; il me paraît vraisemblable 
qu’alors le fluide en s’attachant au tube , forR-^n tube intérieur 
qui seul élève le fluide dont la surface devient ainsi concave et 
celle d’une demi-sphère. Je conjecture que ce cas est celui de l’eau 
et des huiles dans un tube de verre. 

Considérons maintenant le cas où la surface du fluide , au li : 
d’être concave, est convexe. Soit lo) BAC un plan v< 

lical qui plonge dans un vase rempli de ce fluide , et Al^ïa . 

de la surface du fluide , par un plan perpendiculaire / v u f " 
Soit AD, une tangente à la courbe AR, et nommdr 
BAD, L’attraction verticale du fluide DANsm le pfent A 
par ce qui précède, — — sin.0}, du haut bas , 
l’attraction horizontale sera p'K . cos. fl de vers N. PouraV^ 
l’attraction du ïliiide RAN , il faut retrancher des attracth 
précédentes, celles du segment DAR. Soit Q l’action de ce segment 
sur le point A, et AQ sa direction. Soit ^^ngle BAQ. L’attrac- 
tion verticale du segment sera — Ç.cos.l^. et son attraction 
horizontale sera Q,sin»^. Ainsi l’attraction T^M^ ^ale de RAN 

sera 
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• Ç-cos.n!r-.p'./c.(i^sin.e), 

et son attraction horizontale sera 

p'.K .COS.9 — Q . sin.-zs-. 

L’attraction Verticale du fluide sera «'/r s 
attraction horizontale. Enfin l’attraction vertif le du"plan 5 Ïr 
sera nulle, et son attrdction horizontale sera — le fluide 

sera donc anim^ par la force verticale ^ ^ ^ 

p'A + Ç • cos. -îjr _ p'A . ( I — sin. S) 5 

et par la force horizontale, 

f A — 2p A — Ç . sin.<nr + p'A . cos. 0. 

®es forces, et nommons- la A: 
cette résultante étant perpendiculaire à AD ,pn aura 

R . SJII.Ô = p'A -f q . cos. _sm.ô); 

A. cos.ô = (p'_ 2 p). A-f p'A . côl^. 
d*où Ton tire 


.A;.sin.6±=Ç .cos.(^ — 0). 

sin.S, Ç ^ et cos. — ô) étant positifs, lorsque la courbe a 4 R 
est convexe; le facteur p' — jp doit être positif, ou Tinlensité p 
doit être moindre que { p\ 

’iî^R^on r^^roche ce résultat, du précédent; on voit que la surface 
^ \tjs un tube, sera concave ou convexe, suivant que p 
sera plus grmd ou moindre que 7 p\ 

Le iuh# étant capillmire, la surface approchera d’autant plus 
de celle d’une ‘demi-sphère convexe, que p sera plus petit; et si p 
est nul ou insensible, celte surface sera* celle d’une demi-sphère, 
Ln effet, supposons alo^qiie celte surface ^SC soit celle d’une 
demi-sphère (J/g. 9). E^a continuant au-dessous de on formera 
une sphère ^iÿCÆJjj^upprimant par la pensée, le fluide ABCNM, 
f^îsant^^^ljg^i^fffnon de la pesanteur, il est visible que tous 
hlY. X. G 
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les points de la surface ASC seront animés par dfes forces 
égales et perpendiculaires à cette surface ; le fluide sera donc 
en équilibre. Rétablissons maintenant le fluide supprimé; il 
est facile de voir que AM étant tangent à la sphère^, l’action 
du fluide MAB sur le point A ^ sera incomparablement plus petite 
que l’action de la sphère sur ce point; on peut donc la négliger, 
et à plus forte raison , on peut négliger l’action du même fluide 
sur les autres points de la surface l’équilibre a donc lieu 

alors , lorsque la surface convexe du fluide est celle d’une demi- 
sphère. Entre la limite p = o, et p = |p', la surface devient de 
moins en moins convexe. Elle est horizontale, lorsque p = 
lorsqu’il surpasse - p', la surface devient de plus en plus concavFJ 
et enfin elle est celle d’une demi-sphère, lorsque p = p'. 
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SECONDE SECTION. 


Comparaison ^de la Théorie précédente ^aç^ec V expérience. 

i3. On a vu, dans les 5 et 7 , que suivant la théorie, un 
fluide s’élève ou s’abaisse dans les tubes capillaires de mémo 
matière , en raison inverse de leurs diamètres -, qu’entre deux plans 
verticaux et parallèles, très-proches l’un de l’autre, le fluide 
s’élève ou s’abaisse en raison inverse de leur distance ; enfin , 
que l’élévation ou la dépression du fluide LrJve ces plans, est la 
même que dans un tube dont le demi-dhiÿï^re intérieur est égal 
à cette distance. Ces divers phénomèné^mnt depuis 

long-temps par le‘':pbj 8 iciens, comme on peutlfe voir par le passage 
suivant de l’Optique tfe Newton (question 3i). 

« Si deux plaques de verre planes et polies ( supposez deux pièces 

d’un miroir bien poli), sont jointes ensemble, leurs côtés 
T> parallèles, et à une très-petite distance l’un de l’autre, et que 
» par leurs extrémités d’en bas, on les enfonce un peu dans un 
^^.^ase pl^in d’eau 5 cette eau montera entre les deux verres, et 
.A ^ mesure que les plaques seront moins éloignées, l’eau s'élèvera 
» a plus gr^de hauteur. Si leur distance est environ la 
» centièra^i partie d’un pouce, l’eau montera à la hauteur d’en- 
» virons un pouce } etisi la distance est plus grande ou plus petite, 
» en quelque proportion que ce soit •, la hauteur sera à-peu-près 
}) en proportion réciproque à la distance. Car la force attractive 
» des verres est la mêraie , soit que la distance qu’il y a entre eux 
» soit plus grande yr alus petite , et le poids de l’eau attirée eri 
» haut est le raê;^, si la hauteur de l’eau est réciproquement 
» pro^^ionr^eile à la distance des verres. C’est encore ainsi que 
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V Teaii monte entre deux plaques de marbre poli , lorsque leurs 
'» côtés polis sont parallèles , et à une fort petite distance Tiin de 
» l’autre. Kt si l’on trempe dans une eau dormante, le bout d’un 
» tiijaii de verre, fort nienu} l’eau montera dans Je tujau à une 
» hauteur qui sera récipro(|uement proportionnelle au diamètre de 

la cavité du tujau , et égalera la hauteur à lacjuelln elle monte 
> entre les deux plaques de verre, si le demi-diamètre de la cavité 
y> dutuyau est égal à la distance (jui est entre les plaques, ou à- 

V péu-près. Du reste, toutes ces expériences réussissent aussi bien 

dans le vide qu’en plein air, comme on l’a éprciuvé en présence 

» de la Société Royale ; et parconséquent elles ne dépendent en 
)) aucune manière, du poids ou de la pression de ratmosplicre 

MM. Ilaüy et Tremerj ont bien voulu faire, à ma prière, 
(juehjues expériences du même genre. Dans un tube de verre de 
deux millimètres de diamètre intérieur, ils ont observé Télévation 
de Teau au-dessus du niveau, de 6 ”", 75 j et celle de l’huile d’orange, 
de 5 "'', 4. 

Dans un second de verre de | de millimètre de diamètre, 
l’élévation dej’eau a de 10 millimètres, et celle de l’huile 
d’orange, cTe^S nîil’imètnes. 

Dans un troisième tube de verre de I de millimètre de diamètre, 
l’élévation de l’eau a été de 18'^“, 5 , et celle de l’huile d’orange, 
de 9 millimètres. 

Si l’élévation des fluides suit la raison inverse du diamètre des 
tubes-, le produit de cette élévation par le diamètre correspondant 
du tube , doit être le même pour tous les tubes , et ce produit cv 
en millimètres carrés, et divisé par un millimètre, doanrri 
Tension du fluide dans un tube dont le diamètre est d’un o * 

Ku multipliant ainsi chacune des élévations , [ru hr 

diamètre correspondant du tube; on a les trois résultats suivans 
pour l’ascension dans un tube d’un millimétré de diamètre. 

Eau. Huile d’orange. 


1 3”’',333 ) 
i5"'‘,875 j 


^,6667 J 


7^ 


I. tube. 
II. tube. 
TII. tube. 
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Le peu de différence de ces résultats, soit relativement à l’eau, 
soit relativement* à riiuile d’orange, prouve l’exactitude de la loi 
de l’élévation des fluides, en raison inverse du diamètre des tubes. 
Le milieu entre ces résultats donne l’élévation de l’eau dans un 
• tube d’un millimètre de diamètre, égale à i 3 ''”, 569 *, et celle de 
l’huile d’orange, égale à 

Les deux premiers tubes dont nous venons de parler , l’im de 
deux millimètres, et l’autre de ^ de diamètre, ont été employés 

pour déterminer l'abaissement du mercure au-dessous du niveau. 
Pour cela , ils ont été placés dans un bain de mercure , à une 
' pfôTondeur que l’on a mesurée avec exactitude. Ensuite , ayant 
fait glisser sous leur base inférieure , un plan très-uni qui empê- 
chait le fluide de s’écouler; on les a retirés du bain , et l'on a 
mesuré la liaufeur de la colonne de mercure, au-dessus de ce plan. 
La différence de cette hauteur, à la longueur de la partie plongée 
du tube, a donné l’abaissement du mercure au-dessous du niveau. 
On a trouvé ainsi 3"“, 3 pour cet abaissemep/ dans le tube de 
4 eux millimètres de diamètre, et ponn^baiss^ent dans le 
tube de f de millimètre de diamètre. Cliacffiie d'' 4 'é 3 'expériences 
donne 7'"‘,333 pour 1 abaissement du mercure t^ans un tube d’un 
millimètre de diamètre ; on voit donc encore ici 1 observation 
exacte de la loi de l’abaissement des fluides, en raison inverse du 
diamètre des tubes. 

MM. Ilaüy etTremeryont pareillement observé l’ascension de 
l’eau entre ;^eiix lames de verre, verticales et parallèles, et distantes 
v>’ > "jillimè're. Ils l’ont trouvée de 6”",5, ce qui diffère très-peu de 
î de l'eau dans un tube d’un millimétré de rayon; car 
cette’dèt.iire ascens^n doit être, par les expériences précédentes, 
égale à la moitié de i 5 ’"‘, 569 , ou à 6 '"', 784 . Ainsi le résultat de 
la théorie? suivant lequePl’eau doit s'élever entre ces plans, autant 
que dans un tube d’un rayon égal à leur distance., est conforme 
à cette expérience. On a\u , dans le passage cité de l’Optique 
de Newton, qu’à un cen^'me de pouce anglais de distance entre 
deux plans de verre , çi^espondait une élévation de l’eau , égale 

à un pouce. Le prouuit de ces deux cpiantites est e pouce 
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anglais est de ainsi est égal à , ou i 

6’"'*"“, 4474- En divisant par i"**, on aura 6”’'^4474 l’ascension 
de l’eau entre deux verres plans parallèles éloignés l’un de l’autre 
d’un millimètre, ce qui diffère peu du résultat précédent. 

Ou a vu dans le n® 7, que si dans un tube cjlibdrique on in- 
troduit un cylindre qui ait le même axe que le tube*, l’éléva- 
tion de l’eau dans l’espace circulaire aompris entre la surface 
intérieure du tube , et la surface du cylindre , est égale à l’élé- 
vation de l’eau dans un tube qui a pour rayon 5 la largeur de cet 
espace circulaire. Une des limites de ce cas général , est le cas 
particulier où les deux rayons, tant du cylindre que du tube, soST* 
infinis, et alors on a celui de deux plans parallèles très-proches 
l’un de l’autre. On vient de voir le résultat général vérifié à cette 
limite, par l’expérience. L’autre limite est celle où les rayons 
du tube et du cylindre sont très-petits. Pour vérifier, dans ce 
cas, le résultat de l’analyse*, M. Haüy a pris un tube de verre 
bien calibré , don^e diamètre intérieur était de cinq millimètres. 
Il a placé au-dedan^jn cylindre de verre dont le diamètre étajg 
de trois mirîufîC"**es,^ il a pris toutes les précautions nécessaires 
pour faire coïncider l’axe du tube avec celui du cylindre. En 
plongeant ensuite dans l'eau, le tube et le cylindre ainsi dispo- 
sés*, il a observé l’élévation de ce fluide dans l’espace circulaire, 
à très-peu-près de sept millimètres, et un peu au-dessous. La lar- 
gelir de l’espace circulaire éfant ici d’un millimètre, l’eau devait, 
par la théorie, s’y élever comme entre deux plans parallèles dis-, 
tans d’un millimètre, et parconséquent , c#*ttp élévation d^^ 
vait être de 6%784, ce qui s’accorde parfaitement p ' 
rience. Ainsi le résultat général de la théorie sur l îMiv 
l’eau dans l’espace circulaire compris entre un’ tube et nn ^ ^ 

intérieur, se trouve vérifié à ses deux limites. ^ 

Les résultats de l’expérience doivent varier un peu avec la 
température: on peut supposer les expériences précédentes, faites 
a la température de dix degrés du therltaornètre centigrade. Toutes 
ces expériences exigent des attentions pan^ulières, soit pour bien 
calibrer les tubes, soit pour avoir exact^ent leurs diamètres, 
soit enfin poar que les surfaces ne soient ni sèche ^^ ni trop 
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humectées. Dans ]a mesure des élévations d’un fluide, il faut 
tenir le tube plongé dans le fluide; car en le retirant, la goutte 
qui se forme à sa base inférieure doit élever le fluide dans le 
tube. Il faut encore mesurer ces élévations depuis le niveau du 
fluide dans le vase, jusqu’au point le plus bas de sa surface dans 
le tube, si le» fluide s’j élève; ou jusqu’au point le plus haut, 
si le fluide s’j abaisse. 

i/f. Un des phénomènes capillaires les plus intéressans et les 
plus propres à vérifier la théorie précédente, est celui de la suspen- 
sion d’une goutte' de fluide dans un tube capillaire conique, ou 
entre deux plans formant entre eux un très-petit angle. Nous en 
avons donné l’analyse dans les n®® 9 et 10, et nous allons ici 
la comparer à l’expérience. Hauksbée a fait avec un grand soin , 
l’expérience d une goulte d’huile d’orange suspendue entre deux 
plans de verre. Voici comme il la rapporte: 

« Je pris deux verres plans, chacun de vingt pouces de longueur 
» et de quatre pouces de largeur; celui dont je me servis pour 
» plan inférieur, avait sa surface parallèl^à l’horizon, et au 
» centre de son axe Ayant bien néijyé les jarres, je les 
frottai avec un morceau de toile propre, J^mpé dans l’huile 
d’orange. Je laissai tomber ensuite une" ou deux gouttes de 

V cette huile sur le plan inférieur, près de son axe, et je fis des- 
}> cendre dessus, l’autre plan de verre. Aussitôt qu’il toucha les 

V gouttes d’huile, elles s'étendirent considérablement entre les 

V surfaces de ces verres; mais par Je moyen d’une vis, j’élevai 
» un peu le plan supérieur du coté libre, et l’huile fut aussitôt 
' .^^»irée en une seule masse formant un globule contigu aut 

• .. de-* surfaces de verre, et qui s’avança vers les points de leur 
y> conCac^ ^Quand ejle fut à deux pouces de l’axe; en faisant faire 
» un angle de i5^ aux bords qui se touchaient, elle resta sus- 
» pendue^ sans aucun njtouveinent. Ayant fait retomber les bords 
» des plans; la goutte s’avança jusqu’à quatre pquees de l’axe, 

> et il fallut une élévation de 25 ' pour l’arreler. A six pouces, il 


(*) Ces plans se touenaient par 
bord oppos^.du plan inferieur. 


deux de leurs bords , et l’axe était placé au 
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)> fallut un angle de 55'; à huit pouces, de 45'; à dix pouces ^ 
y> d’un degré. A douze pouces de l’axe, l’élévation fut de 
v et ainsi du reste, suivant les diverses stations de la goutte j 
y> comme on peut le voir dans la table suivante, que j’ai faite 

V avec une grande précision, d’après un grand nombre d’expé« 

V riences qui différaient très-peu les unes des autres. Il faut ob- 
» server (jue quand la goutte est parvenue sur les plans, à-peu- 
» près àdix-sept pouces de Taxe, elle devient d’une forme ovale, et 
» à mesure qu’elle monte, sa figure devient de plus en plus oblongue: 

V et à moins que cette goutte ne soit très-petite; en continuani 
> de s’avancer vers les bords qui se touchent, elle finit par sc 
» partager ; une partie descend et l’autre monte. Mais d’une goutFê 
y> ainsi divisée, je trouvai qu’il fallait, pour balancer l’action de 
» la pesanteur à dix-huit pouces de distance, un angle de 22 * 

V d’élévation. C’est l’angle le plus grand que j’aje pu observer. 
» Les plans étaient séparés à leur axe, d’environ “ de pouce. 
y> Je ne trouvai dans cette expérience, qu’une très-légère diffé- 
)> rence entre les petites et les grandes gouttes d’huile. Les angles 
y> furent mesurés a\^^ un quart-de-cercle de près de vingt pouces 

V de rajorrfNl'^fisé ^degrés et en quarts de degré, et tracé sur 

» un papier ». ^ . 


Distances à Taxe, en pouces. 

2^" 

4 

6 

8 

10 

12 

i4 

i5: 

iG 

17 

18 


Angles d’clcvation , en degrcs sexagésimaux. 

i5' 

25 

35 


. 45 


1 ° o' * 

« 




O 

O 

O 


O. 



SUPPLÉMENT AU X* LIVRE. 57 
Hauksbée ne dit point si les distances à l’axe sont comptées 
du milieu de ïa goutte 5 mais il jr a lieu de croire que cela est 
ainsi, d’après un passage de l’Optique de Newton, que nous ci- 
teions bientôt; nous partirons, dans les calculs suivans, de celte 
supposition dont l’inexactitude n’influerait que très-peu sur leur 
résultat. * 

Si 1 011 nomme V 1 inclinaison a 1 horizon , d’un plan intermé- 
diaire ayant une commune intersection aeec les deux plans dont 
on vient de parler, et divisant également l’angle qu’ils forment 
entre eux; si d^ plus, on nomme h la hauteur à laquelle le fluide 
s’élèverait entre deux plans verticaux et parallèles , dont la dis- 
tance serait celle des deux premiers plans à une distance h de 
leur commune intersection; enfin, si l’on nomme a la distance 
du milieu de la goutte, à cette ligne d’intersection; on aura à 
fort peu-près par le n” 10, 


Dans l’expérience précédente, les plans étaient éloignés de 7^ de 
pouce anglais, à vingt pouces de distance j^^la li^0.düntersection , 
ou à leur axe placé à l’extrémité de ces pWns^J^r distance mutuelle 
n’était donc que 37 de pouce, à dix pouces de distance. Supposons 
h égal à dix pouces anglais. Un demi-millimètre de dislanceenfre 
deux plans verticaux et parallèles, correspondant, par le n° pré- 
cédent, à une élévation de l'huile d’orange, égale à 6'"', 7589; 
on aura 



6"",7389 = ^.Ar, 


h ffant évalué en pouces anglais. On a vu dans le n* précédent, 
que le pouce anglais renferme on aura donc 


ce qui donne 


T 

(35,3318)* “oa’'' ’ 

/ 

T ‘A: ^>73% 

(25,3318)*’ 


La formule précédente devient ainsi 
8ÜPPL. LIV. X. 


H 
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7-, i 6 .S,738q loo 
SID • "~~T • â” > 

10.(25,3918)* a* 

a étant évalué en pouces anglais. 

L’angle formé par les deux plans de verre , dans Texpérience, 
ajaiit pour sinus ■ g ; cet angle est de 10' 44^. Le plan infé- 
rieur ayant été placé horizontalement au commencement de l’ex- 
périence; il est clair que pour avoir l’inc*linaison du plan in- 
termédiaire, il faut diminuer de 5' 22* toutes le^ inclinaisons de 
la table d’Haiiksbée. Il faut ensuite retrancher de 20^ , les nombres 
de pouces de la même table , pour avoir les valeurs successives-^ 
de a. Cela posé , on aura la table suivante : 


Distancci» en pouces, 
du milieu de la goutte, 
à l’intciscct. desplaut. 


Valeurs observées de 
en degres 
sexagésimaux. 


18^ 

iS. 

14. 

12 . 

10 . 




....39 38 .. 
....54 38 .. 


8 

6 

5 

4 

3 

2. 


,.i» 39 ' 38 '. 
. . 2 39 38 . . 
.3 54 38 .. 
.5 54 38 .. 
.9 54 38 .. 
21 54 38 .. 




Valeurs c.alcol^cs 


par 


formule precedente. 


1 / 44 ". •• 

22 27. . . . 
29 20. . . . 
39 55 .... 
57 29.... 
.i‘‘29' 53 " 
.2 39 45. 
.3 5 o 6 . 
.5 59 58 . 
10 42 3 i . 
s4 42 49. 




Différence de la valcui 
calculée à la valeur 
obscivéc , en parties 
ali(|uotcs de cette 
dorniére valeur 


* 1 , 4 * 

I 

■ • 7 • 

1 

■ yy • 

I 

' J 40 • 

I 

- 7?- 

I 

’ I O • 

TTTî’* 

I 

ô» • 

» I . 

6 b * 



Les valeurs calculées de F' s’accordent, avec les valeurs obser- 
vées, aussi bien qu’on doit l’attendre d’une formule qui n’est 
qu’approchée, et d’observations dans lesquelles les fractions d’un 
quart de degré n’étaient qu’estimées. C’ast vers les limitas de la 
plus petite et de la plus grande distance de. la goutte à la ligne 
d’intersection des plans, que les différences sont les plus considé- 
rables; et il est visible, par l’analjrse du n* lo, que cela doit 
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être; pareeque dans la plus grande distance, la goutte n’a pas 
encore assez de largeur, relativement à son épaisseur; et dans 
la plus petite distance, sa largeur a un trop grand rapport à sa 
distance de la ligne d’intersection. 

C’est à celte expérience d’Haiiksbée, que se rapporte le passage 
suivant de Newton, dans son Optique (question 3i ) : Si l’on 
* prend deux plaques de verre planes et polies , de trois ou quatre 

V pouces de large, et, de 20 ou aS pouces de long; qu’on les 
» couche, l’une parallèle à l’horizon, et l’autre sur celle-là, de 
» telle manière>qu’en se touchant par une de leurs extrémités, 
» elles forment un angle d’environ 10 ou i5 minutes; qu’auparavant 
» on ait mouillé leurs plans intérieurs avec un linge net trempé 
» dans de l’huile d’orange ou dans de l’esprit de térébenthine , et 
» qu’on ait fait tomber une ou deux gouttes de cette huile ou de 
» cet esprit sur l’extrémité du verre inférieur , la plus éloignée do 
» l’angle susdit : aussitôt que la pla<jue supérieure aura été placée 
» sur l’inférieure, desorte que (comme on vient de le dire), elle 
» la touche par un bout, et qu’elle touche la goutte par l’autre 

V bout , les deux plaques faisant un angle d’environ lo ou i5 
y> minutes : dès-lors la goutte commencera’ de s^.mojjvoir vers les 
» deux plaques de verre , et continu,p;^^^à^ mouvoir d’un mou- 
» vement accéléré , jusqu’à ce qu’elle j soit parvenue; caries deux 
» verres attirent la goutte , et la font courir du côté vers lequel 
» les attractions inclinent. Et si, dans le temps que la goutte est 
» en mouvement, vous levez en haut l’extrémité des verres par 
» où ils se touchent , et vers où la goutte s’avance ; la goutte 
» montera entre les deux verres , et parconséquent elle est attirée, 
» A mesure que vous loverez plus haut cette extrémité des verres , 
»' la goutte montera toujours plus lentement; et s’arrêtant enlin, 

V elle sera autant entraînée en bas par son propre poids, qu’elle 
» était emportée en haut par attraction. Par ce moyen , vous 
» pouvez connaître par quel degré de force la goutte est attirée 
» à toutes les distances du concours des verres» 

j> Or par quelques expériences de ce genre , faites par feu 
» M. Hauksbée, l'on a trouvé que l’attraction est presque réci- 
» proqueraent en raison doublée de la distance du milieu de la 
» goutte , au concours des verres ; savoir , réciproquement en 

Ha 
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» proportion simple , à raison de ce que la goutte se répand davan- 
y> tage , et touche chaque verre par une plus grande surface •, et 
>) encore réciproquement en proportion simple, à raison de ce que 
» les attractions deviennent plus tories, la quantité des surfaces 
» restant la même. Donc Tattraction qui se fait dans la même 
» quantité de surface attirante , est réciproquemert comme la 
» distance entre les verres; et parconséqnent où la distance est 
V excessivement petite, l’attraction doit être excessivement grande». 

Les explications que Newton donne des phénomènes capillaires, 
dans ce passage et dans celui que nous avons précédemment rap- 
porté, sont bien propres à faire ressortir les avantages de la théorie 
niathénialiqiie et précise , exposée dans la première section. 

i5. On a vu que l’eau s’élève dans un tube capillaire, par l’efTet 
de la concavité de sa surface intérieure. L’effet de la convexité 
des surfaces devient sensible dans les expériences suivantes. 

Si l’on enfonce dans Teau , à une petite profondeur , un tube 
capillaire; (ju’ensnite , ayant fermé avec le doigt, l’extrémité infé- 
rieure du tube, oti le retire de l’eau, lùi ôtant le doigt, on voit le 
fluide s’abais*8ei»*<1ans le^trbo, et former une gontte d’eau a sa 
base inférieure. Ma"i^^Io'D‘V^%'’il a cessé de descendre, la liauteur 
de la colonne reste toujours plus grande que l’élévation de l’eau 
dans le tube au-dessus du niveau , lorsqu’il était plongé dans ce 
fluide. Cet excès est dû à l’aclioii de la goutte d’eau sur la colonne; 
car il est visible que dans celle expérience, la concavité de la sur- 
face intérieure de la colonne, et la convexité de sa surface exté- 
rieure au tube, et qui est celle de la goutte elle-même , contribuent 
à élever l’eau dans le tube. 

ABC {Jîg* II) est un tube capillaire recourbé, dont hs 
branches sont d’inégale longueur. En le plongeant verticalement 
clans l’eau , de manière que sa branche la plus courte y soit 
entièrement plongée; l’eau s’élèvera dans la branche BC au-dessus 
du niveau, à une hauteur ejne nous représenterons par VG- l'-u 
retirant le tube de l’eau , il se forme à l’extrémité A , une goutte 
ANO) et lors(|ue le fluide est stationnaire dans le tube , on observe 
cju’en menant par le sommet N de la goutte , l’horizontale N V 9 
la hauteur VU de l’eau dans la plus longue branche, surpasse 
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Si avec le doigt oa ôle successivement les gouttes qui se forment 
ea A, celle hauteur diminue graduellement; et lors(|ne l’on est 
a nsi parvenu à rendre la surface de l’eau à ce point, plane et 
et horizonlale ; alors l’élévation de l’eau dans la branche BC 
au-dessus* de l’horizontale AI , est égale à FG, Enfin, si l’on 
restitue suecfssivenient de nouvelles gouttes d’eau à l’extrémité A- 
la surface de l’eau à cette extrémité redevient convexe , et le Jhiide 
s’élève de plus en plus dans la branche BC , ensorte (pje les 
phénomènes précédens’ se reproduisent dans un ordre inverse. 
L’excès de la hauteur de la colonne dans la branche BC , sur la 
hauteur FG, parait dans ces expériences , répondre à la convexité 
de la surface ANO-. il faudrait, pour s’assurer de l’exacte corres- 
pondance , mesurer la largeur et la flèche de cette surface. Mais 
la grande dilliculté de ces mesures n’a pas permis de les faire. 

L’cflet d’une surface plus ou moins convexe est encore sensible 
dans l’expérience suivante. ABC {fig. 12 ) est un sjphon capil- 
laire tiui renferme une colonne ABC de mercure. On incline Je 
tube du côté yl\ le mercure alors parvient ju8(|u’en A' dans la 
•branche AB, et se retire jus(|u’en 6\dans la branche BC. En 
relevant lentement le tube. Je mercureÇ^’ la branché AB revient 
vers A , tandis que celui de la branpl’ÿj^^gji;^ revient vers C. On 
observe alors que la surface du mercure, dans la branche AB , 
est moins convexe (jiie celle du mercure dans la branche BC; et 
si par le sommet de la première de ces deux surfaces , on conçoit 
un plan horizontal , le sommet de la seconde surface est au-dessous 
de ce plan. Cette différence dans la convexité des deux surfaces, 
lient au frotlemeut du mercure contre les parois du tube ; les parties 
de la surface dans la branche AB, qui se retirent vers A, et qui 
touchent le tube , sont un peu arrêtées par ce frottement , tandis 
que les parties du' milieu de celte surface n’éprouvent point le 
même obstacle ; et de là doit résulter une surface moins convexe; 
au lieu ejue le meme frottement doit produire un effet contraire 
sur la surface du mercure de la branche Or de ce (jiie la 
première de ces surfaccs^est moins convexe (pic la seconde^ il en 
r(3sulle (pie le mercure éprouve par sou action sur lui-niênie, une 
moindre pression dans la branche (]ue dans la branche BC, 
et qu’aiasi sa hauteur clans la première de ces deux branches , 
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doit surpasser uu peu sa hauteur dans la seconde, ce qui est con- 
forme à Texpérience. Un effet semblable s’observè dans un baro- 
mètre, lorsqu’il monte ou lorsqu’il descend. 

i5. Les sjphons capillaires offrent quelques pliénopiènes qui 
sont encore un résultat de la théorie. Us peuvent être ramenés 
à ce phénomène général donné par l’expérience. Si l’on plonge 
dans un vase d’eau, un sjphon quelconque ABC (^Jig^ 
dont les deux branches soient d’égale o\\ d’inégale largeur , et 
qu’ensuite on le retire; l’eau ne s’écoulera pas de la branche la 
plus longue BC, si la différence des deux branches du sjphon 
est moindre que la hauteur FG à laquelle le fluide s’élèverait 
dans un tube de même largeur que celle de la branche AB. Pour 
faire voir que ce résultat est une suite de notre théorie ; suppo- 
sons que le fluide, en s’écoulant par la branche C, ait pris la 
position oidBCy le point a étant très-voisin de l’extrémité Soit 
alors q la hauteur de B au-dessus de la surface aio\ la pression 
que le fluide éprouve en i milieu de la surface aio y sera égale, 
I*. à la pression de l’atmosphère, que nous désignerons par P\ 
a®, à l’action du fluide §ur lui-même, et qui est égale à K — g^FG, 
g étant la pésanteur ; 5®^ ^ la pression de la colonne 9 ^, prise avec 
le signe — , ou a un canal infiniment étroit passant 

en i par l’axe du sjplion, sera pressé de bas en haut j par la 
force 

P+A— —gq. 

q' étant la hauteur du point B au-dessus du point C\ le fluide 
au point C sera pareillement pressé de bas en haut, parla force 
P^K--^gq' y si la surface du fluide est plane en C y ou par une 
force plus grande, si cette surface est convexe; et l’un ou l’aiüjce 
de ces deux cas doit avoir lieu , pour que le fluide coule en C , 
ou tende à couler. Dans cette supposition , celte seconde force 
doit être moindre que la précédente; la «différence 

g.{q^-q-FG) 

doit être une quantité positive, et palconséquent l’excès q' — q 
de la branche la plus longue sur la plus courte , doit être égal 
ou plus grand que FG\ ce qui est le résultat même de l’expé- 
rience. 



SUPPLEli^ENT AU X* LIVRE. 65 

En général , si l’on compare à notre théorie, les divers phé- 
nomènes capillaires observés avec soin par les physiciens-, on 
Verra iis en sont autant de corollaires# 

i 6 . Il nous reste présentement à rapporter les expériences (lue 
l’on a fortes^ pour déterminer la concavité ou la convexité des 
surfaces des fluides, dans les tubes capillaires. I.es physiciens 
n’ayant jusqu’ici considéré la courbure des surfaces, que comme 
un effet secondaire, et «non comme la cause principale des phé- 
nomènes capillai^res ; ils se sont peu occupés de la déterminer. 
MM. Haiiy et Trémery ont bien voulu, à ma prière, déterminer 
celle de la surface de l’eau. Ils ont introduit dans un tube AB 
^J'8‘ * 4 ) deux millimètres de diamètre intérieur, une colonne 
d eau MmnN) et apres avoir fermé le tube à ses deux extrémi- 
tés , ils font tenu verticalement , et ils ont mesuré avec beau- 
coup de soin les deux longueurs Afw et Zi, / et / étant les points 

les plus bas des deux surfaces MIN et min. La différence Mm li 

leur a donné la somme des deux flèches IP et ip, et ils ont trouvé 
cette somme égale à ^.MN. Suivant l’analyse du n” 5 , celle 
somme serait égale à MN, si l’angle qufâ nous avons désigné par 6' 
dans ce numéro, était un angle droit, les surfaces de l’eau 

étaient tangentes aux parois du tubi^ i,iaiiS''on doit considérer 
qu’en les supposant tangentes, on ne peut pas observer exacte- 
ment les points de contingence. Ce que l’on a pris pour le point M, 
est un point où la surface de l’eau commence à quitter sensible- 
ment les parois du tube; et il est facile de s’assurer que pour 
trouver IP-^/p = ^.MNf il suffit d’avoir pris pour itZ et /;/ des 
points qui ne s’écartent du tube, que de o"’‘,02a6, ce qui n’est 
peint invraisemblable. L’expérience précédente paraît donc indi- 
quer que l’angle 0 ' est droit , pour l’eau relativement au verre ; 
une expérience semblable , faite sur l’huile d’orange, conduit au 
même résultat. Ainsi l’»n peut croire avec vraisemblance, que les 
surfaces de l’eau, de l’huile, et généralement ^des fluides qui 
mouillent le verre, sont à très-peu-près demi-sphériques dans les 
tubes capillaires. * 

En déterminant de la même manière, la surface convexe du 
mercure dans un tube de verre très-étroit ; on a observé qu’elle 
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est à-peii-près celle d'une demi-sphère. Si l’on rapproche ce ré- 
sultat de celui que nous avons donné ci-dessus, sur l’abaissement 
du mercure au-dessous du niveau, dans les tubes de verre, très- 
étroits; on pourra corriger de l’effet de la capillarilé / les hau- 
teurs du baromètre. Cet effet est nul dans les baromètres à deux 
branches d’égale largeur; mais dans les baromètres formés d’im 
tube plongeant dans une large cuvette, l’effet capillaire devient 
d’autant plus sensible, que le tube est plus étroit. La hauteur 
barométrique complée du sommet de la colonne est toujours 
moindre que celle qui est due à la pression de Ta^tmosphère ; ainsi 
l’on voit combien est fautive Ja méthode de quelques observa- 
teurs qui mesurent la hauteur du baromètre, depuis le niveau 
jusqu’aux points où la surface supérieure de la colonne touche le 
tube. P(mr ramener les hauteurs du baromètre, à celles (jui ré- 
sultent de la pression de l’atmosphère , et pour rendre ainsi les 
divers baromètres comparables entre eux; il faut corriger ces hau- 
teurs, de l’effet capillaire; et l’on y parviendra en intégrant par 
approximation, l’équation. différentielle du n* 4* Cette équa- 
tion donne en l’intégrant^ 

\ 


HH du 


b U 



^,.fzudu’, 


les Z étant ici comptés du haut en bas, depuis le sommet de la 

surface de la colonne. est l’effet capillaire, ou ce qu’il faut 

ë 

ajouter à la hauteur du baromètre, pour avoir la hauteur due à 
la pression de l’atmosphère. On a par ce qui précède. 


a ô' 




Soit /, le demi'dlatuètre du tube, 

dz 


points où 


on a- 


du 



évftluû en millimètres. Aux 

JJ 

= sin.6' J la valeur de p^era 


donc 
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donc 


1^"* .7^S555 
2/ 


2 

F 


,fzudu y 


. l’intégràle étant prise depuis uz=lo, jusqu’à u=.L 

Il faudrait coitnaître z en fonction de Uy pour avoir cette in- 
tégrale. On peut la déterminer par l’expérience, en observant 
que :iK J'zud U est l’espace compris entre la surface du mercure à 
l’extrémité supérieure de la colonne, la surface du tube, et un 
plan horizontal mené par le sommet de la colonne; espace que 
l’on peut mesurer avec précision , par le poids du mercure né- 
cessaire pour le remplir. On pourra donc former, soit par l’ana- 
Ijse, soit par lexpérience, une table de correction de l’effet ca- 
pillaire dans les baromètres, relative aux divers diamètres de leurs 
tubes. Cela suppose que ces tubes sont de la même nature; mais 
la différence entre leurs matières est peu considérable; et d’ail- 
leurs, l’action des tubes sur le mercure, devant êire très-petite^ 
pour que la surface de ce fluide dans les tubes très-étroits, soit 
à-peu-près celle d’une demi-sphère|^cctfe différence ne peut pas 
avoir d’influence sensible sur les hauteurs du barg>mètre* 


F I N. 


SUPPL. LIV. V. 
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surface sphérique qui coupe ce canal; si du même cen(re;i et 
d’un rayon infiniment peu différent du premier , on décrit|une 
seconde surface; chacune de ces surfaces rencontrera le canajl, au 
moins en deux points , et elles intercepà'ront au moins deu/^ por- 
tions infiniment petites de ce canal. Il tct visible que lesW- .^ 
colonnes de fluide, comprises dans ces portions, seront animées 
d égalés forces attractives; et comme elles ont la m'ému hauteur 
dans la direction de ces forces, elles se feront mutuellement équi- 
libre. On voit donc que le canal entier sera en équilibre par l’action 
du point attirant ; d’où il résulte que l’équilibre aura lieu, quel que 
soit le nombre de ces points. Imaginons maintenant , qu’une por- 
tion du canal s’élève jusqu’à la surface du fluide , suivant laquelle 
il soit plié ; l’équilibre aura encore lieu dans ce canal. En suppo- 
sant donc qu’il ait lieu séparément dans la partie intérieure du 
canal, il aura lieu séparément dans la portion située à la surface* 
Ce dernier équilibre ne peut subsister que de deux manières; ou 
parce qu’à chaijue point du canal , la force dont le fluide est 
animé, est perpendiculaire à ses côtés; ou parce que le fluide 
pressant dans un sens, à une des extrémités, cette pression est 
détruite par une pression contraire du fluide situé vers l’autre 
extrémité. Mais dans ce dernier cas, il n’y aurait point équilibre 
dans la partie du canal, pliée sur la surface, si les deux extré- 
mités dece canal aboutissaient dans la partie du fluide de la surface, 
qui presse dans le même sens. Ainsi, dans la supposition qu’il y a 
généralement équilibre dans un canal intérieur aboutissant par ses 
extrémités à la surface; si l’on conçoit un canal quelconque ren- 
trant en lui-même, et dont une portion soit pliée sur la surface 
du fluide ; la résultante des forces qui animent le fluide dans celte 
portion , doit être perpendiculaire aux côtés du canal. Or cela ne 
peut avoir lieu, quelle que soit la direction du canal, qu’autant 
que celte résultante est perpendiculaire à la surface; car en la 
décomposant en deux , l’une perpendiculaire , et l’autre p*arallèle 
à la surface, cette dernière force ne serait point détruite par les 
côtés d’un canal qui suivrait sa direction. L’équilibre dans un canal 
quelconque inférieur dont les extrémités aboutissent à la surface, 
est donc nécessairement lié à la condition de la perpendicularité 
de la force à la surface, condition qui, si elle est satisfaite , dé-*^ 
termine l’équilibre de toute la niasse fluide, comme l’p^^vii 
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dansée premier .livre de la Mécanique Céleste. Les équations 
conclmes , soit de l’équilibre des canaux, soit de la perpendicu- 
larité We la force à la sur^ce , doivent donc être identiques, ou 
du^piAlns, la dififérenti^e Tune de l’autre*, et il est facile de voir 
seconde est iin^/mfférentielle de la première. Car l’équation 
donnée par des canaux, ne renferme que des différences 
du second ordre*, au lieu que la force tangentielle à une surface 
capillaire , étant produite , ainsi qu^on l’a vu dans le n® 4 de la 
Théorie citée, par la pesanteur décomposée parallèlement à cette 
surface , et par l’attraction de la différence de la masse fluide a 
celle de l’ellipsoïde osculateur , différence qui dépend des diffé- 
rences du troisième ordre *, l’équation résultante de la condition 
de la Force tangentielle nulle, ou, ce qui revient au même , de la 
perpendicularité des forces a la surface , renferme des différences 
du troisième ordre , et par conséquent, elle est la différentielle de 
l’équation donnée par l’équilibre des canaux. Mais il est intéressant 
de s’en assurer à posteriori. C’est ce que je vais faire ici , et il 
en résultera une confirmation de l’équation fondamentale de ma 
Théorie, et un moyen simple d’y parvenir.. 

Prenons pour origine des coordonnées , up point quelconque de 
la surface , que nous désignerons par O*, et pour axe des z, la 
perpendiculaire à la surface l ce point. La valeur de z donnée par 
l’équation à la surface, et développée suivant les puissances et les 
produits des deux autres coordonnées rectangulaires, x ety , sera de 


cette forme, 

Z 




4 - etc. 

Les trois premiers termes de cette expression de z, sont relatifs al’el- 
lipsoïdeofculateurdela surface, ou plus exactement au 

osculateui'; or l’attractioà de ce sobde ' symétrique 

ment dirigée suivant l’axe de z, puisque le soli 

des côtés opposés , autour, de cet axe } a résultée 

point O, due à l’action de 

que de l’attraction du solide dont l équation uo 

, = r?. a:’ 4- Z) .**y + £ • ’ 


4" etc# ^ 
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solide qui n’est que la diflerencede la masse entière, au pa^' 
loïde osculateiir. Pour déterminer la force tangentielle due 
traction de ce solide différentiel, sur 1\*3 point O; nommon^> 
(listanced’undesélémensdecesolide, à ce point. Nommons eir 
l’angle que cette droite forme avec l’axe Les attractiW^ ». 

le point O , n’étant sensibles que dans un très-pct:*^ 
considérer ici les trois droites a:, j, et y*, comme étant dans un 
môme plan tangent à la surface au point O; et l'on peut négliger 
les puissances et les produits de x et de , supérieures au troisième 
ordre. On aura ainsi pour l’élément du solide différentiel , 

y^^. r/ê , I C . ^ D . x'^y -4- B . xy^ F ,y^ }. 

Si l’on désigne la loi de l’attraction, par l'attraction de 

cet élément sur le point O, décomposée parallèlement à Taxe des x, 
sera 

. cos.ô . { C . + /) . xy + E . xy^ + B * 

et parallèlement à l’axe des/, elle sera 
/({f. sin. 6 . {C . + jD . xy + E , xy^ + F }. 

On aura de plus 

X cos.S •, / =y^* siu. 9 •j 

la force tangentielle du point O, due à l’attraction de la masse 
fluide , sera donc parallèlement aux x , 

.C?ô. [C.cos^.ô-f*£>.cos^ô.8ui.0+E.cos*.ft.5iû*J + F.cosJ.sin^ê} ; 

et parallèlement aux/, elle sera 

/ 9 (/) : dô • { ^ • cos'\ ô.sia.ê^D. coï*. ô . sia*, ô -f- F . cos. ô . sin^. 5 + F. sini ô ] . 

Les intégrales relatives à 0 , doivent 'être prises depuis 0 =3 o 
jusqu’à 0 = af ;f , 'tT étant la demi-circonférence dont le rajon 
est l’unité : les deux intégrales précédentes deviennent 
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relative à f peut être prise depuis /= o jusqu’à /’infiai *, 
conclu qu’elle est indépendante des dimensions de la masse atti- 
laritév ^ car^térise ce genre d’attractions qui n’étant 

du qu’à des distaq^es imperceptibles , permettent d’ajouter 

négliger à volo^, les attractions des corps , à des distances 
plus grandes 'qu^J^^jon de leur spbère d’activité sensible. Desi- 
gn ônrcü'ïïTftfe dans le i de ma Théorie de l’action capillaire, 
par c~U (/), l’intégrale > prise depuis f=o\ c étant 

la valeur de cette intégrale , lorsque/est infini. n(/) sera une 
(piantité positive décroissante avec une extrême rapidité; et l’on 
aura, en prenant les intégrales depuisy=o, 


/pdf. P (/) = —p. n (/) + ^/pdf- II (/). 

— /+.n (/) est nul, lorsque / est infini-, car, quoique/^ devienne 
tilors infini , l’extrcnie rapidité avec laquelle II (_/ ) est suppose dé- 
croître , rend . n (/) nul. I.es fonclious p (/) et II (/) ne 
peuvent être mieux comparées qu’à des exponentielles telles que 
c-‘f, c étant le nombre dont le logarithme hjperboli(]ue est l’unitc, 
et i étant un très-grand nombre. En effets c cst^lini lorsque / 
est nul, et devient nul lorsque/ est infini; de plus, il décroit 
avec une extrême rapidité , et le produit/", c" -^est toujours nul, 
cpiel que soit l’exposant n , lorsque/ est infini. Soit encore , comme 
dans le n“ i de la Théorie citée , 


d étant la valeur de cette intégrale, lorsque /est infini. (/) 
sera encore une quantité positive décroissante avec une extrême 

rapidité ; et Kon aura 

/^.fpdf.Uif)^ - 4/’- (/) + ® 

dans le cas de / infini ,p (/) devient nul ; on a donc en prenant 
Viutégralc depuis /=Oi jusqu’a/infinx , 

4 JP df‘ n (/) = 8 Jfdf. -i- (/)• 

Enfin , si l’on désigne, comme dans le n- cité, par ^ l’mtegrale 
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yj^(/ • '^ (/) prii»® depuis /'nul, juscpi’à / infini ; on aura 

t C/) = 8 .fjdf. ^ (/) = i". 

Les deux forces tangentielles précédentes p"aK;;allèIes aux axes 
et des / deviendront ainsi : ^ 


j, et 
ji une 
au 
Â por- 


(3C + E).lI-y (5F + D).H. 

Maintenant , si Ton observe que Taxe des z étant perpendicu- 
laire à la surface , on a au point O , 



l’expression de z développée dans une série ordonnée par rapport 
aux puissances et aux produits de x et de/ , sera par les ihéorétiRS 
connus , 



x\. /■ d'z \ x\y / (Pz \ xy^ /cTzS v* 

^ UxV ' 6 ^ Kdx'dyJ • a ^ \dxdy-J ' T ^ {dJ’J ' ti' 

+ etc. ; 


ce qui donne 



Les forces tangentielles précédentes deviendront par conséquent 







Nommons g k pesanteur, et— -du, l’élément de sa direction. 
I-a condition de la perpendicularité des forces à la surface, ou, 
ce qui revient au même, de la résultante des forces tangentielles, 
nulle , se réduit , comme on l'a vu dans le premier livre de la 
Mécanique Céleste, à ce que la somme des produits de chaque 
force, par l’élément de sa direction, soit nulle. En mijl'’''lii’at 
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dans^ar la force parallèle à l’axe des æ; par dy , la force pa- 
concl| a l axe des J et la pesanteur^, par-rf«; lâ somme de 
lanté^dtuls, égalée à zé^, donnera l’équation 
du mqj 1 

On a>r le> 4 de la Théorie de l’action capillaire, au point O 

“"(s) 

(rf?) • + (s;^) • '^y + + (ÿ) .dy=d.Q + sy^ 

R et R étant le plus grand et le plus petit des rajons oscillateurs 
a ce point J on aura donc 



équation qui est évidemment la différentielle de l’équation fonda- 
mentale du n* 4 de ma Théorie de l’action capillaire. 

On peut déterminer de la même manière, l’action perpendi- 
culaire àla surface. Cette action dépend de la partie ^.x\+,\.xy 
+ B.y% de l’expression de z. Soit r la distance d’un point quel- 
conque de l’axe des z, situé au dedans du solide, à l’origine desz; 
ety la distance de ce point à une molécule de l’intérieur du corps , 
dont les coordonnées sont x y , z. On aura 

/" = ^‘+y-h(2 — r)’ 

l’élément du solide sera sds.d^.dz, s étant l’hjpoténuse du triangle 
rectangle dont x cl y sont les côtés , et par conséquent étant égal 
à \/x* 0 est l’angle que s forme avec l’axe des x. Repré- 
sentons comme ci-dessus', par la loi de l’attraction. L’at- 

traction de l’élément solide sur le point dont il s’agit, décomposée 
suivant l’axe des z, sera , 

sds.d9.dz.^^^.(p(/). 

Nommons encore , comme précédemment , c — H (f) l’intégrale 
jyf-’PX/) ^priae depuis /= o. La différentielle précédente pourra 
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é(re mise sous la forme 

— sds .d^.dz. 

L’attraction dn solide entier , sur le poinL'^ue nous 
sera donc suivant l’axe des z» - 

— fff • C'üil") ’ 

d’où l’on tire pour cette attraction prise depuis z = z' jusqu a 
Z infini, ce qui rend n (y) nul, 

//sds .d6 .n (/')■, 

f étant la valeur de/ relative aux points de la surface , et 2 ' étant 
‘la valeur de z relative à ces points. Or on a 

z' = .<4 • a:* -f- A . ayr \ B .y * } 



on a de plus, à fort peu-près , 


/'* == X* +/ 4 - r* -- 2 rz' , 


en négligeant 
ilonc 


le carré de 2 ', par rapport à æ* +y* + r‘ ; on aura 
fd/' = sds ~ rdz!. 


Si l’on substitue pour 2 ' sa valeur, et si l’on observe que. . . 
a; = 5 . cos. 9 -, y^s. sin. 9 j l’équation à la surface donnera , en 


regardant 9 comme constant, 

dz! ^isds , {A cos*. 0 + X . sin. 6 . cos. 9 -f • sin*. 0}. 


Ainsi r étant extrêmement petit, tant que O (/') a une valeur 
sensible , on pourra supposer à très-peu-près , 

sds = f 'df .{t -\- 2 Ar. co%\ 9+2 A, r. sin. 9. cos. 9 4- 25r. sin*. 0}. 
L’intégraley/i</5.49.n.(/) se transforme ainsi dans la suivante : 
fff'df' . d' / i +2Ar . cos*. S 4 - axr . sin. 9 . cos. 9 + a Br . sm*. 9 } . FI (/ )• 
D’après les principes connus sur la transforinatic “s d^bles 



9 

et 
tendre 
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dan ^ intégrer ici , d’abord par rapport à 

rapport hf'. L’intégrale relative à G, doit s’é 

Iari,éî’®.=.°- 2 TT-, la double intégrale précédente se 

% ainsi à reffo infi^otrnlp «imnt#» 

U mo J 


du 


^ ainsi à cette intégrale simple 

2 ^ jrc1/^:{ I + (^ + 5) . r) . n ( /' ). 


Ecpiéoc^'i'iiJns , comme ci-dessus, par c ' — '^ (/') l’intégrale 
ff'àf' • n C/0 > ptdse depuis f' nul , c étant sa valeur entière 
depuis J'~o jusqu’à/' infini. I/inlégrale précédente devant être 
prise depuis /'=r jusqu’à/' infini, elle deviendra 

a-TT . { I + (^ + . 7'} . 

Maintenant , si l’on nomme R le rajon oscillateur de la sectioü 
de la surface , par un plan passant par les axes des x et des z ; 
on aura 

2 h 

Si l’on nomme pareillement R' le rajon oscillateur de la section 
de la surface, jiar un plan passant par les axes des j et des z j 
;on aura • 


R 


' 211 ' 


on aura donc pour Vattraclion du corps, sur un point placé dans 
son intérieur , suivant la direction du rayon osculateur à la sur- 
face, et à la distance r de cette surface, 


Pour avoir l’action entière du corps, sur nn fluide renfermé dans 
un canal iiilinitnent élroit perpendiculaire à la surface , et dont 
la base est prise ponr^nnité', il faut multiplier 1 expression pré- 
cédente ‘par i/r, et l’intégrer depuis r=o jusqu’à r infini. Soit 

a TT .///• . zfzK-, 2^ .frefr . ^ (r) = ff', 
l’action du corps sur le canal, sera 

'f + "-(s+r)> 

LIV» X* 
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ce qui est conforme à ce que l’on a vu clans le n® 3 de ma Th^ Drie 
sur l’action capillaire. Cette expression est relative aux corp| ter- 
minés par des surfaces convexes ; lorsqu’elles sont concaves , ou 
convexes dans un sens et concaves dan^ l’autre , il faut suc/.poser 
négaliC 1^ rayon de courbure relatif à làvçoncavité. Lr, 


Considérons maintenant, un fluide renfermé"\'fc:>«,jin^tul^e ca-, 
pillaire et prismalique, plongeant verticalement par son extrémité 
inférieure, dans un vase d’une étendue indéfinie, et supposons la 
surface du fluide, concave. Rapportons un point quelcoïKjiie de 
cette surface, à trois coordonnées orthogonales, x, j , z, dont 
les deux premières soient horizontales, et dont la troisième soit 
verticale et nulle relativement au point le plus bas de cette sur- 
face. Nommons h l’élévation de ce dernier point , au-dessus du 
niveau du fluide du vase. Si Ton imagine un canal infiniment 
étroit passant par un point quelconque de la surface, se recour- 
bant sous le tube, et aboutissant à la surface de niveau du fluide 
du vase ; // + z sera la hauteur du point , au-dessus du niveauj 
eu nommant donc Z), la densité du fluide-, la condition de son 
équilibre dans le canal , donnera l’équation , 


Mais si Ton fait ^ p , = on a par la théorie des 

surfaces courbes , 


/T + 7f 






00 aura donc 


écjnalion f|iii est visiblement la lucmc que l’équation (a) du n*" 4 
de la Théorie citée.' 



— 
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Fil multipliant cette équation par dxdy , et en l’intégrant en- 
suit| par rapport à dx et nÿ ; en observant de plus , que la fonction 
muln^liée par ^./Z, peut être mise sous la forme 




on aura 





7 

U 1 +/'”+<; 
“‘(ÿ 



tD 




I.es doubles intégrales doivent être prises dans tonte l’étendue de 
la seetion intérieure horizontale du prisme; la double intégrale 
gD.fJ\lL-\-z) ,dx .dy est donc le poids du fluide élevé par Taclion 
capillaire, au-dessus du niveau. Ainsi, en nommant V le volume 
de ce fluide} on aura 


gD.ffdx,dy.{li + z)-=sT^.V, 

La double intégrale 

\.H. r Cix.ily.f il. 

JJ 

devient eu l’intégrant par rapport à x, 

i // ( — — - — L ’_) 

= ■ 'J p‘-T-ci‘ Vi+irV+OiY 



C/0 et C*/) deviennent;? et < 7 , à l’origine de l’in- 

tégrale. Pareillement , la double intégrale 



devient en l’intégrant par rapport à y , 


( 7 ) 
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Pour avoir une idée précise de ces intégrales et de leurs Umjtes^ 
nous observerons que ces limites sont l^i section horisontale çle la 
surface intérieure du tube , et que cetiC section est une cctirbc 
rentrante. Prenons Torigine des x et de^, au dehors de^ cette 
courbe , de manière qu'elle soit comprise toute entière dans r^rîgte" 
droit formé par les axes des x et des y. Dans CT ies ,Yaleurs 
de dx et de dy sont évidemment positives dans les doubles inté- 
grales précédentes, lorsque gD . ff{Ji ^ .dxdy exprime le poids 
du fluide soulevé, comme nous le supposons ici; ces différentielles 
doivent donc aussi être supposées positives dans les intégrales sim- 
ples. Cela posé. 


L’élément - se rapporte à la branche de la sec- 

lion, convexe vers Taxe des a:: et l’élément — se rap- 
porte à la brandie concave vers le meme axe. L’élément 

-r-, se rapporte à la branche de la section, con* 

i/i-f + 

vexe vers i’exe des y; et l’élément se rapporte à la 

branche concave vers le même axe ; en supposant donc que les 
cléinens^ 

lJL(q),clx 




V 1 4-(/0'-h(‘/0 


5 ^ rapportent au même point de la section; ce point appartiendra 
à la partie de la section , convexe à-la-fois vers l’axe des x , et vers 
Taxe (les J. Dans cette partie, les valeurs de dx et de dy raïqioi- 
lées à la courbe, sont de signe contraire; en supposant donc (/x 
toujours positif, dy sera négatif, et la somme des deux élémens 
précédens sera 

-f- (p)'+ (V/ 


les différentielles dx et dy étant ici celles de la section. 


Pareillement, si les élémens 


y.Ii.q.dx . 
V/. +/•* + </’■ 


— ’-rdLL^^^— se rap- 
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por|ent au même point de la section; ce point sera dans une par- 
lie de la courbe, concofe à-la-fois vers l’axe des a; et vers Taxe 
des y. Dans celte partiiè, les différentielles dx et dy y rappor- 
tées ^ la courbe, sont ^e signe contraire; la somme des deux élé- 
meôs précédens sera donc, en supposant positif,- 

_ -^dl.[pdy-^ qdv) ^ 

les clilFércntielles dx et dy étant ici celles de la section. 

Si lesélcmens et- 


\/>~+crr+('/) 


— appartiennent 


, - , M ^ ^ ^ y ' +1*' ■d" 

au même point ; ils se rapporteront à la partie de la courbe , 
convexe vers l’axe des x , et concave vers l’axe des y, et alors 
dx et dy sont de même signe. 

— , se rap- 
I -i-yyy 


Enfin , si les éicmeiis 


et 


V 1 0/) . 

portent au même point, ils appartiendront la partie de la courbe, 
<pû est convexe vers l'axe des j, et concave vers l’axe des a-; 

alors dx et dy sont de même signe. / 

, ^dl.pdy 

Gn volt ainsi qu’en exprimant généralement par — 

et ces éléraens , soit qu’ils se rapportent à l’origine 

ou à la lin'^dcs intégrales relatives à a: et à y] ils ont un signe 
contraire dans les mêmes points de la courbe, orsque les dilTe- 
rentiellcs dx et dy sont celles de la courbe elle - merne-, leur 
somme sera donc, en regardant toujours rAi? comme posttrl, 

.U.\pdy — qdx') ^ 

le sicno + ayant liel Oans I. partie de la courbe, convexe ver, 
iLe dcet, ale eigne - ayant lieu dant la parue concave. 

Maintenant , il est facile de s’assurer par la théorie- des surface^s 
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toujours supposé verlici^I, à l’extrémité de sa sphère d’activilé s^en- 

sible J on a y 

. 1/ I -f 1;-' 

ds éfant rélémeut de la section; on a doua, en observant que 
l’angle ^ est constant, comme je l’ai fait voir~ïïa11'^4a lhéori« 
citée , 

— qr(/.r) 
j/ 1 + t/‘‘ 


-H 


’.C.COS, ^ , 


c étant le contour entier de la section; partant 



ce qui donne 

gD .V — 1 . 7/^7. cos. < 20 * ; (o) 


ainsi le volume de fluide, élevé au-dessus du niveau par l’action 
<îapillaire, est propnitiônncl an contour de la section de la sur- 
fiîce intérieure du tube. On peut parvenir à cette équation remar- 
quable, en considérant sous le point de vue suivant, les effets 
de l’action capillaire. 


ISoui^elIe manicre de considcTcr Vaciion capillaire^ 

La manière dont nous avons envisagé jusqu’à présent les phé- 
nomènes capillaires, est fondée sur Ja considération de la surface 
du fluide renfermé dans un espace capillaire, et sur les condi- 
tions de l’équilibre de ce fluide, dans un ejau. 4 ! infiniment étroit, 
aboutissant par une de scs extrémités, à cette surface, et par 
Vautre extrémité V à 1^ surface du niveau du fluide indéfiui dans 
lequel les parois de l’espace capillaire sont plongées. Nous allons 
ici considérer directement les forces qui soulèvent ou dépriment 
le fluide dans cct espace. Cette méthode va nous conduire a plu- 
sieurs résultats généraux qu’il serait difficile d’obtenir directement 
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par la précédenlc, et le rapprochement de ces deux méthodes 
ijoiis donnera le moyen de comparer cxaclemeht les alKnités des 
dilFcrens corps avec les Guides. 

Imaginons un tube quelconque prismatique dont les cotés'soient 
perpendiculaires à la base, supposons (|iie par son extrémité in- 
férieure, il, plont^e verticalement dans le fluide, et que le fluide 
s’élève clans ce tube au-clissus du niveau. Il est clair que cc’a 
ii’a lien que par l’actkm des parois du tube sur le fluide, et du 
fluide sur liii-meme: ime première lame de fluide contiguë aux 
parois, est souldvée par rc’tc action*, cttie lame eu soulève une 
seconde, celle-ci une troisième, et ainsi de suite, ias(|u’à ce que 
le poids du volume de fluide soulevé, balance les forces attrac- 
tives (jui tendent à l’élever davantage. Pour déterminer ce volume 
dans l’état (l’éfjuilibrc, concevons à l’extrémité du tube, un se- 
cond tnhe idéal dont les parois infiniment minces soient le pro- 
longement de la surface intérieure du premier tube, et (|ui ii’ajant 
aucune action sur le fluide, n’empêchent point Tactioii réciproepie 
(les molécules du premier tube et du fluide. Supposons ejuc ce 
second tube soit d’abord vertical, (juVnsuite il se a’ccourbe ho- 
rizontalement , et ()u’enfin il reprenne saalirection verticale, en 
conservant dans tonte son étendue, la même ligure et la même 
largeur. 11 est visible que dans l'état d eijuilibre du fluide, la pres- 
sion doit être la même dans les deux branches verticales dn ca- 
]]al composé du premier et du second tube. Mais comme il y a 
plus de fluide dans la première branche verticale formée du pre- 
mier tube et d’une partie dn second, que dans l’anfre !)ranclie ver- 
ticale-, il faut que l’excès de pression qui en résulte, soit détruit 
par les attractions verticales dn prisme et du fluide, sur le fluide 
contenu dans celte première branche. Analysons avec soin ces 
attractions diverses, et considérons d aboid celles qui ont lieu 
vers la partie inférieure du premier tube. 

1/j prisme étant supposé vertical et droit, sa bîîse est horizon- 
tale. Le fluide contenu dans le second tube est attiré verticale- 
ment vers le bas, i". par lui-même*, par le fluide environ- 
nant ce second tube. Mais ces deux attractions sont détruites par 
les attractions semblables qu’éprouve Je fluide contenu dans la se- 
toat!' brauche verlicalc du canal, rà-s de la surface de mvcaii 
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xUi fluide ; on peut donc en faire abslraclion ici. Le fluide de la pve- 
jnière branche verticale du second tubo est encore attiré vertica- 
lemènt en haut, par le fluide du premier Aube, Mais cette attraction 
est détruite par ratiraction qu’il exerce î\^r ce dernier iluide; on 
peut donc encore ici faire abstraction de ces deux attractions ré- 
ciproques. Enfin, le fluide du second tube est attiré verticalement 
en haut par le premier tube, et il en résulte dans ce fluide, 
une force verticale que nous désignerons par Q , et qui contribue 
il détruire l’excès de pression dû à l’élévation du fluide dans le 
premier tube,. 

Examinons présentement les forces dont le fluide du premier 
tube est animé. Il éprouve dans sa partie inférieure, les attraclions 
suivantes. Il est attiré par lui-même; mais les attractions réci- 
proques d’im corps ne lui impriment aucun mouvement, s’il est 
solide, et Ton peut, sans troubler l’équilibre, concevoir le fluide 
du premier tube^ consolidé, a®. Ce fluide est attiré par le fluide 
intérieur du second tube ; mais on vient de voir que les attrac- 
tions réciproques de ces deux fluides se détruisent, et (pi’il n’en 
faut point tenir compte. 3% Il est attiré par le fluide extérieur 
qui environne le second tube, et de celte attraction, il résulte 
une force verticale dirigée vers le bas, et que nous désignerons 
par — Q'. Nous lui donnons le signe — •, pour indiijuer que sa 
direction ost contraire .à celle de la force Q. Nous observerons 
ici que si les lois d'attraction, relatives à la distance, sont les 
iiicmes pour les molécules du premier tube et pour celles du fluide, 
ensorte qu’elles ne diffèrent que par leurs intensités; en nommant 
P et P CCS intensités à volume égal , les forces Q et sont pro- 
portionnelles à P et p' ; car la surface intérieure du fluide qui en- 
vironne le second tube, est la même que la surface intérieure du 
premier tube; les deux masses ne diffèrent donc que par leur épais- 
seur; mais l’attraction des masses devenant insensible à des distances 
sensibles , la différence de leur épaisseur n’en produit aucune dans 
leurs attractions , pourvu que ces épaisseurs soient sensibles. 
4\ Enfin , le fluide du premier tut)e e^t attiré verticalement en 
haut par ce tube. En effet, concevons ce fluide partagé dans une 
infinité de petites colonnes verticales; si par l’extrémité supérieure 
4hine de ces colonnes, on mène un plan horizontal, la partie du 
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ftiD0 f infiiricurc o. cp DiLiti m/» i • 
clans la colonne; il n’j a|ra donc de foiS vrticale^m^odid"^ 
ce le qni sera dne à la pW du Inbe, snpérienrc acl 
CS visible que 1 attraction verticale de celte partie du tlibe «ur h 
colonne , sci^a la meme que celle du tube entier sur une colonne 
égale et semblablement placée dans le second tube. La force verii- 
cale entière produite par l’attraction du premier tube sur le tluide 
cjui xcnfeime, sera clone égaie à celle que produit l’attraction 

de ce tube, sur le dinde renfermé dans le second tube; cette force 
sera donc égale à (>. 

]^n réunissant toutes les attractions verticales qu’éprouve le duide 
renferme dans la première branche verticale du canal; on aura une 
force verticale dirigée de bas en haut, et égale à aO — ()'. Cette 
force doit balancer l’excès de pression dû au poids du duWe élevé 
au-dessus. du niveau. Soit, comme ci-dessus , Fson volume, D sa 
densité, et^ la pesanteur; sera son poids; on aura donc 


gD.r=aQ~^Q'. 

Maintenant , l’action n’étant sensible qu’à des distances imper- 
ceptibles, le premier tube n’agit sensibletueiit que siirdes colonnes 
extrêmement voisines de ses parois ; on peut donc faire abstraction 
de la courbure de ces parois, et les considérer comme étant dé- 
veloppées sur un plan. La force Q sera proportionnelle à la largeur 
de ce plan, ou, ce qui revient au même , au contour de la base 
intérieure du prisme. Ainsi , en nommant c, ce contour ; on aura 
Q = f.£r, P étant une constante qui peut représenter l’iiitensité 
de l’attraction de la matière du premier tube sur le fluide, dans 
le cas où les attractions des diflérens corps sont exprimées par la 
même fonction de la distance; mais qui, dans tous les cas, exprime 
une quantité dépendante de l’attraction de la matière du tube, et 
indépendante de sa figure et de sa grandeur. On aura pareilleiiieiit 
Q'= p'.c, p' exprimant, par rapport à l’attraction du fluide sur lui- 
même , ce que nous venons de désigner par p , par rapport à l’at- 
traction du tube sur le fluide; on aura donc 


gD.V—{ 2 p—p'),c-, 00; 

ce qui devient l’équation (o) trouvée ci-dessus , en faisant 
2 P — - p' = ^ . H • cos. ©•. 


2* SUPPL. LIV. X. 


C 
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f m 

Ou a vu clans le n® 12 de ma Tbéorfe sur Taction capillaire, 
que tjr.est nul, lorsque p = p' ^ TéquatLon precedente donne par 
conséquent " 

ainsi, dans Je cas général où p diffère de p' , jon a i 
2 P — p' = p'. cos. ^ ; 

parlant 

P = p'. cos.‘ * ^ } 

la connaissance de Tangle ^ donnera donc celle du rapport do 
P à p', et réciproquement. On peut démontrer directement réqiiatioa 
P H y de la manière suivante. 

Imaginons un plan vertical d’une épaisseur sensible, et dont la 
base inférieure soit horizontale. Concevons à la distance a de ce 
plan, une ligne droite verticale infinie parallèle ace plan , attirée 
par lui, et dont Textrémité supérieure soit au niveau de la base 
inférieure du plan. Fixons a cette extrémité , l’origine des coordon- 
nées Xy y y Z d’im point quelconque du plan solide*, Taxe des x 
étant sur la ligne a de la plus courte distance de l’extrémité de la 
droite au plan, et l’axe ’desj' étant horizontal comme l’axe des r. 
En désignant par z' l’abaissement au-dessous de l’origine des coor- 
données, d’un point quelconque de la ligne attirée*, l’attraction 
verticale du plan solide sur ce point sera 

ffpx . (ly . dz . . (p (s) -y 

(p (s) étant la loi de Tattraction à la distance 5* , et étant la dis- 
tance d’im point attirant du plan , au point attiré de la ligue y 
ensorte que l’on a 

Pour avoir l’attraction verticale du plan solide, sur la ligne entière; 
il faut multiplier la triple intégrale luécédente pan/;:' , et l’intégrer 
par rapport à z' depuis z' — o jusqu’à z inlini. lùi désignant donc 
comme dans le a® i de ma Théorie de ractini capillaire , par 
c — U (s) y l’intégrale prise depuis 6' = o , la constante 

c étant l’ijitégralc entière prise depuis s nul jusqu’à .y infini ; -sii 



aura 
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çîlanf clam le secoml >ï>embre de celte cîqualion , ce que devient 
a ouguK clef coordonnées, ou lorsque 2 ' est nul. L’atlraclion du 
plan soude sur la ligue entière sera donc 

fffdæ . dy . dz . n(s). 

Soit maintenant ^ l’angle que .v forme avec le plan horizontal 
mené par l’onginê des coordonnées; et 9 l’angle que la projection 
de s sur ce plan , forme avec l’axe des j. On aura 

æ = s , sin. 9 . cos. ^ ; y = cos, 9 cos 

On pourra, au lieu de l’élément d.xdydz , substituer lelément 
^ w/0 . i/or . cos. ^ j la triple intégrale précédente devient ainsi, 

ds . ^/9 . d^ . cos.<7<r.n (^s). 


Il est indiffèrent par la nature de ce genre d’attractions, de supposer 
au plan, une épaisseur finie ou infinie, dés^Iors (pie cette épaisseur 
est sensible; nous la supposerons donc infinie. Soit /comme dans 
le n"" I de la Théorie citée , 


fsds . n (^) = c' — ^ (s) ; 

c étant la valeur de l’intégrale , lorsque 5 est infini; on aura 

yi*. ds ,U(s) z=: — > s .'Ÿ (s) ^ fds . (s) -f- constante. 

Pour déterminer la constante , nous observerons que les deuy 
intégrales de celte dernicre écpiation , sont prises depuis ^ , 
jusqu’à s infini ; d’ailleurs s'i^(s) devient nul , lorsque 6" ('st infini , 
parce cpie l’attraction décroît avec une extrême rapidité; on a 
donc ici», • 

constante = s .^(s) •y 

et par conséquent 

Js^ , ds . n(s) =: s . 'f' (s) + /(/s . ^ (s). 

Désignons encore Jds»’^(s) par c* — F (s), l’intégrale étant prise 
ici depuis .5 = 0 , et d étant sa valeur , lorsque ^ est infini. Cette 



intégrale prise depuis s — s jusqu’à s iwfini, sera donc r(^). On 
aura ainsi , 1 

fs^ds .n(s)z=::s .^(sj+T (s). 

l^a triplé intégrale précédente se réduit d(>nc à la double intégrale 

yyï/6 . d^ . cos.-Tjr . {s . 4 - I' (-O)* ' 

Imaginons présentement une surface plane verticale infinie , 
passant par la ligue attirée, et rencontrant perpendiciilairetnent 
le plan solide attirant*, et déterminons l’attraction verticale de ce 
plan sur cette surface. Il est clair qu’il faut multiplier la fonction 
précédente par da^ et l’intégrer par rapport k a, depuis a = o 
jusqu’à a infini} or on a 

a z=: s . sin. 9 . cos.^j 
ce qui donne en faisant 6 et ^ constans , 

du ds . sin. 9 • cos, ^ ; 

la double intégrale précédente multipliée par cette expression de 
da , et ensuite intégrée par rapport à s , deviendra donc 

^ds .d9. dftsr . sin. 9 . cos*.^ . [s .'Ÿ (.y) + T (^)}. 

L’intégrale devant être ici prise depuis 5 = 0 , jusqu’à s infini , 
on a dans ce cas, 

Jsds .'^(s)z=: ^ . r (^) + /ds .T (s) — fds . T (s) } 

parce que ^ étant infini, s. T (s) est nul } on a de plus par le n" i 
de la théorie citée , 

fsds .■^(s) = ^-, 

la triple intégrale précédente deviendra cfonc 
~ •J/dfur . d9 . sin, 8 . cos*, nsr* 

L’intégrale relative à ^ doit être prise depuis ^ nul , jusqu’à ^ 
égal à un angle droit : l’intégrale relative à 0 doit être prise depuis 0 
nul; jusqu’à 0 égal à deux angles droits} ce qui donne 



donc l'attraction entière verticale du plan solide sur là surface 
plane ^ est égale a Cette attraction est ce que nous avons 
désigné ci-dessus pir p, ou par p' si le plan est de la même na- 
ture que le fluide ) on a donc 

comme nous l’avons trouvé précédemment par la comparaison des 
résultats des deux méthodes. Ou voit clairement par l’une et 

l’autre, non-seulement l’identité des fore^jD dont dépendent 

les phénomènes capillaires; mais encore leur dérivation des forces 
attractives des molécules des corps , qui produisent les adinités. 
Les forces capillaires ne sont que les modifications de ces forces 
attractives, dues à la courbure des surfaces fluides dans la pre- 
mière méthode, et à la position des plans attirans, dans la seconde 
méthode ; au lieu que les aflinités me paraissent être les forces 
attractives elles-mêmes , agissantes avec toute leur^énergie. 

Reprenons maintenant l’équation {p) f et observons que dans 
un tube cylindrique dont le rajon intérieur est /, si l’on nomme 
q la hauteur moyenne à laquelle le fluide s’élève au - dessus 
du niveau; le volume du fluide élevé sera et le contour c 

de la base sera 2 7r/; l’équation (p) donnera donc dans ce cas 
particulier, 

2 P — • p' = I . A/ 5 


cette équation devient ainsi généralement 

« I 

D’où il suit que de tous les tubes prismatiques qui ont même base 
intérieure , le cjlindre creux est celui dans lequel le volume du 
fluide élevé est le plui petit possible j puisqu’il a le plus petit 
contour. 

Soit h la base du tube prismatique, et h la hauteur moyenne 
au-dessus du niveau , de tous les points de la surface du fluide in- 
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tcrieur J on aura V —lib\ partant 



On doit observer que dans le cas où le fluide s’abaisse au lieu de 
s’élever , 2 p — p', </, et h sont négatifs. •* 

Les ^formules précédentes subsistent généralement dans le cas 
meme où la courbure du coulour de la base intérieure serait dis- 
oontinue, ce qui aurait lieu, par exemple, si ce contour était 
un polygone rectiligne ; car elles ne peuvent alors cire en erreur 
que vers les angles de ces polygones, et dans une étendue égale 
à la sphère d’activité sei%^iblc des molécules du tube; mais cette 
étendue étant supposée ïiiiperccptible, l’erreur totale doit cire en- 
tièrement insensible. Nous pouvons donc appliquer ces formules à 
des bases de figures quelconques. 

Lorsque ces bases sont semblables, elles sont proportionnelles 
aux quarrés de leurs lignes homologues, et leurs contours c ^ sont 
proportionnels k ces ligues; les hauteurs moyennes h, sont donc 
réciproques à ces mêmes lignes. 

Si les contours des bases sont des polygones circonscrits à des 
cercles, elles seront égales au produit de ces contours, par la 
moitié des rayons des cercles inscrits; les hauteurs h seront donc 
réciproques à ces rayons. Ainsi, en désignant ces rayons par r, 
on aura 



d’où il suit que dans tous les tubes prismatiques droits dont les 
bases sont des polygones inscrits au même cercle, le fluide s’élève 
à la même hauteur moyenne. 

En supposant deux bases égales dont l’un^ soit un quarbé, et 
dont l’autre soit un triangle équilatéral, les valeurs de h seront 

s 

entre elles comme 2:3^, ou à fort peii-près comme 7 : 8 . 

Gellert a fait quelques expériences sur l’élévation de l’eau , 
dans des tubes de verre, prismatiques, rectangulaires et triangu- 
laires (Mémoires de l’Académie de Pétersbourg, tom. XJl), Elles 
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confiL;ment a Ip, suivant laquelle les hauteurs sont récîpronues 
aux hgnes homologues clds bases semblables. Ce savant S 
encore de ses expenences , que dans des prismes reelangnlai es 
r.angnla.res dont les bases sont égales, les élévations^dri fl icL 
sont les meures. Mars i convient que cela n’est pas aussi certain 

sJTbLH ‘ r^-ciprociues aux lignes homologues des buses 

semblables. Lu e^t on vient de voir qu’il j a un h-uHième de 
difForence entre les élévations du fluide, dans deux prismes rec- 
tangula.re et tnangulaire, dont les bases sont égales, et dont l’une 
e.t un quarre, cé l’autre, un triangle é.p.ilatéral. l.es expériences 
rapportées par Gellert, n’olFrent point de données suffisantes pour 
en comparer exactement les résultats auWbrrfndes précédentes. 

Si la base du prisme est un rectangle dont le grand côté soit a, 
et dont l’autre coté soit très-petit et égal à l- on aura 
c _ 2 (t -f- 2 / J partant 


h = + - h 

^al 



< 1 - 


Si a est fres-granci par rapport à /, on aura h=:q or ce cas est 
a Irès-peu-près celui de deux plans parallèles distans Tun de l’autre, 
de la (juanlité l-, la hauteur mojenne du fluide élevé entre ces 
plans, est donc à fort peu-près la mêtne que dans un tube cjlin- 
drique dont le rayon est / j ce qui est conforme à ce que j’ai trouvé 
par l’autre méthode, dans ma Théorie de l’action capillaire. 

La hauteur du point le plus bas de la surface du fluide élevé dans 
un tube capillaire cylindrique et vertical très-étroit, n’est pas exac- 
tement réciproque au diamètre du tube. Si le fluide mouille par- 
faitement les parois dn tube, comme l’alcohol et Teau mouillent 
le verre ; il faut, pour avoir une quantité réciproque au diamètre, 
ajouter le sixième du diamètre, à cette hauteur. En effet, si 
l’on nomme <j cette hauîenr, et l le demi-diamètre du tube; le 
volume de la colonne fluide élevée, jusqu’au p’oint le plus bas 
de sa surface, sera 7r/*.(7.«Pour avoir le volume entier de la co- 
lonne , il faut ajouter au volume précédent, celui du méniscpie 
que retranche du volume entier, le plan horizontal mené par le 
point le plus bas de la surface; or cette surface est tà fort peu- 
près ‘celle d'une demi-sphère, par le n” 12 de ma Théorie de 
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Taclion capillaire; le volume de ménisque est donc e£ 

par conséquent , le volume entier de la^ colonne est '7r/\(y-f- ’ 
Mais ce volume doit être, parce qui précède, proporlionnel au 
contour 27 tl, de la base; /.(</ -{-3 /)*est donc une (jnanlilé 
constante dans les divers tubes capillaires; ainsi, pour avoir des 
f quantités réciproques aux diamètres des tubes capillaires , il faut 
ajouter à la hauteur du point le plus bas de la surface fluide , le 
tiers du rayon du tube, ou le sixième du diamètre. 

Imaginons présentement un tube de verre recourbé , dont la 
plus courte brandie soit capillaire, et dont la plus longue branche 
soit très-large et forme un vase d’une grande capacité. En ver- 
sant de Talcoliol dairJc/rè vase, ce fluide s’élèvera dans la branche 
capillaire, au-dessus de son niveau dans le vase. En continuant 
de verser de l’alcoliol, il s’élèvera de plus en plus dans la branche 
capillaire; mais dans l’état d’équilibre de ce fluide , la différence 
de son niveau dans les deux branches sera toujours la meme, jus- 
qu’à ce que le fluide soit parvenu à l’extrémité de la branche ca- 
pillaire. Alors, si l’on continue de verser de Talcoliol dans le vase, 
sa surface dans la branche capillaire devient de moins en moins 
concave, et lorsque sa surface dans le vase est de niveau avec 
Textrémité de la branche capillaire, sa surface dans celle branche, 
est horizontale. 

Nous avons observé dans la Théorie de Taction capillaire, que 
si Paction du verre sur un fluide surpasse celle du fluide sur lui- 
même, une couche de ce fluide adhère aux parois du verre, et 
forme avec ces parois un nouveau corps dont l’action sur le fluido 
est la même que celle du fluide sur lui-même; on peut donc, 
relativement aux fluides qui mouillent exactement le verre, sup- 
poser que son action sur eux, est égale à leur action sur eux- 
mêmes. Ainsi, dans le cas précédent, Talcohol est dans Tétât 
où il serait, dans la supposition où uné niasse indéfinie de ce 
fluide en équilibre dans un vase, viendrait à se consolider en 
partie, de manière à former un tube , capillaire communiquant 
avec le fluide non congelé. Il est visible que cette supposition ne 
change point l’équilibre, et qu’ainsi ]a Surface du fluide dans le 
tube capillaire reste horizontale comme auparavant. Il iTost donc 
pas exact de dire généralement que la surface d’un fluide coupe 

toujours 
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,io.,oon .0,,, 0 adgle, les parois qui Je renferme,,., eela 

,.c.. plus rra, 1or.q,,e Icl/luiJe .se parue,,,, aux cx,Sws t 

rcrL.r.î's’ii'nrf"' -“st 

En continuant encore de verser de l’alcoliol dans le tube or,' 
cedene, ce n,„<le f.,r,l,e à l-exlrimild de la branche capillaire, uuê 
gou, e cxlermure qui derie,,. de plus en plus courexe, jusqu'à e” 

qu elle soit une demi-splière. A cette limite, le fluide est autant 
clevé dans le vase, au-dessus de l'extr<<mifé de la branche capil- 
aire, qu il était ■ abaissé au-dessous de son niveau dans cette 
branche, lorsqu’il n’était point encore parvenu à cette extrémité' 
car la pression ^ due à la convexité do Itt^ontÆ dans le premier 
cas, est égalé à la succion due à la concavité de la surface dans 
le second cas. Enfin un peu d’alcohol ajouté à celui du vase , 
fait disparaître la goutte qui , en s’alongeant , doit crever dans 
les points de sa surface où le rajon de courbure diminue par 
cct alongement. ^ 

Des résultats semblables ont lieu , lorsque l’on tient une colonne 
d’alcohol suspendue verticalement dans un tube capillaire de verre. 
Ce fluide forme à l’extrémité inférieure du tube, une goutte qui 
devient de plus en plus convexe, à mesure que l’on augmente la 
longueur do la colonne; et lorsque cette goutte est une demi- 
sphère, la longuenr de la colonne est égale au double de l’élé- 
vation du fluide dans cc tube , lorsqu’il plonge par son extrémité 
dans un vase rempli du même fluide. Si l’on augmente la longueur 
de la colonne , la goutte crève et se répand sur la base inférieure 
du tube, où elle forme une nouvelle goutte qui devient de plus 
en plus convexe, jusqu’à cc qu’elle forme une demi-sphère dont 
le diamètre est le diamètre extérieur du tube. Alors si la colonne 
est en équilibre, sa longueur est égale à la somme des élévations 
du fluide dans deux noiy^eaux tubes de verre plongeant dans un 
vase par leur extrémité inférieure, et dont les diamètres inté- 
rieurs seraient, l'un, le diamètre intérieur du premier tube, et 
l’autre, son diamètre extérieur. Enfin par une plus grande lon- 
gueur dans la colonne , le liquide se détache en partie , du tube. 
Tous CCS résultats de la théorie ont été confirmés par l’expérience. 

Considérons maintenant, uu vase indéfini rempli d’un nombre 

2‘*SüFPL, LIV. X. D 
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quelconque de fluides placés liorizonl|ùlément les uns au-dessus , 
des autres, a Si l’on y plonge verticalement, l’extrcmité inferieure 
» d’un tube prismatique droit, l’excès du poids des fluides conte- 
» nus dans le tube, sur le poids d('S f|uides qn*il ei1i reiifermés 
» sans l’action capillaire, est le mcnic que le poids du fluide (pii 
> ‘s’élèverait au-dessus du niveau, dans k* cas où il n’j aurait dans 
» le vase, que le fluide dans lecjuel plonge l’extrémité inrérieurc 

du tube, » En cflet, l’action du prisiue et de cc fluide, sur le 
meme fluide renrermé dans le tube, est évidemment la iiicnie (pie 
dans ce dernier cas. Les autres fluides contenus dans le prism(% 
étant élevés sensiblement au-dessus de sa base inférieure; l’action 
du prisme sur clia''nn /feux, ne peut ni les élever ni les abaisser. 
Quant cl l’action réciproque de ces fluides les uns sur les autres, 
clic se détruirait évidemment , s’ils formaient ensemble une masse 
solide; ce cjue l’on peut supposer sans troubler l’écjuilibre. 

Il suit de là que si l’on plonge par son extrémité inférieure, 
un tube prismaticjue dans un Iluide, et (pi’ensuile on verse dans 
ce tube, un autre fluide (]ni reste au-dessus du premier; le poids 
des deux fliydes contenus dans le tube, sera le meme (pie celui 
du fluide cpi’il renfermait auparavant. Jl est visible par la pre- 
mière méthode, (jue la surface du fluide supérieur sera la même 
que dans le cas où l'extrémité inférieure du tube plongerait dans 
ce fluide. Aux points de contact des deux fluides, ils auront une 
surface commune; mais cette surface sera cliflérente de celles 
qu’auraient séparément les deux fluides, et il est intéressant d’ea 
déterminer la nature. 

Pour cela concevons que la snrftce intérieure du prisme, soit 
celle d’un cylindre droit, vertical et îrès-étroit. Dans ce cas, il 
est facile de voir par cc (|ui a été dit dans la Théorie de l’ac- 
tion capillaire , que la surface commune des deux fluides, et 
celles qu’ils auraient séparément dans et tube, seront dès surfaces 
sphériques, de.rajons dilférens. Nommons pour k* fluide supérieur, 

l’angle (|ue sa surface forme avec la^ surface inférieure du tube, 
et le même angle pour le fluide inférieur, s’il était seul. 
Nommons encore 0 l’angle (jue la surface commune des deux fluides^ 
forme avec la surface inférieure du tube. Ou doit observer (pic 
«es angles ne sont pas ceux que ces diverses surfaces forment aux 
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poinis de leur coulact ate. le tube; ce sont les a.^losVcrmés par 
ks plans fangens de ces surfaces à la limite de la spltcro.d’aeli- 
vilé sensible du tube, comme nous l’avons dit nliisiems lois 
gommons -A' et // pour,, le fluide supérieur, ce cpie nous avou's 
désigné par ees lettres, dans le n° i de la Tliéorie citée. Nom. 
inons A et /J', les înêmcs (]uanlités j-.our le lluide inférieur. Dé- ^ 
signons encore par A", et //, ce (jiic dcvienncnl K c( //, lors- 
qu’au lieu (le considérer l’aclion du Iluidc supcricMir sur rui-nuunc^ 
on considère l’aclion de ce llnide sur Je lluide inlérieur. L’aclioii 
étant fonjour.s égale à la réaction, /i\ et Jf, s(M*on( cncoiT ce (pie 
deviennent A, i t fj\ lorsepie Tou considère l’action du fluide iii- 
feii('ur sur le fluide supérieur. Cela |)o’ï^»', i'i-éagiiioiis nu canal 
iiifliiiuicnt étroii jiassant par l’axe du tube, et se recourbant au- 
dessous , pour aboutir à la surface de niveau du fluide du vase. 
Le fluide supérieur renteriné dans ce canal, sera sollicité vers 

le bas à sa surface supérieure, par la force A ' — ^ / étant 
le rayon du creux du tube. (Idiéorie citée, ii'"’ i et 2.) 

A la surface commune, le fluide du canal sera sollicité vdîrs 


le haut, par la force A 


//.cos. ^ 


! 


, en vertu de l’action sur lui- 


mème , du fluide supérieur du tube : il sera sollicité vers le 

bas, par la force A,-|-— , en vertu de l’action du fluide 

inférieur du tube; le fluide supérieur du canal sera donc sol- 
licité vers le bas, par la Ibrcc 

(//,-_//). cov. 0 //.CCS. 


A\ + 


-//).cov. 0 
■ / 


Le fluide inférieur du canal sera sollicité vers le bas , en 
vertu de l’action du fluide inférieur du tube, par une force égale 

à A' — y et pat' l’action du fluide supérieur du tube, il 

sera sollicité vers le haut, par la force ‘P —; il sera 

donc sollicité vers le bas, par la force 


K — K, 


(//,.-//'). cos. ô 

^ . 


Aiifti la force totale des fluides du canal, due a l’action reci- 



MÉCANIQUE CÉLESTE, 
proque des fluides du tube, sera vers ‘le bas, 

y, , . COS. & H . cos. 'tsr , 

H 2 Z * 

Si le fluide inférieur existait seul, cette force serait 

2y-/ ir . cos.-nr' 

K J J 


Ife poids des fluides conleniis dans le canal devant donc ê(re le 
même dans ces deux cas, comme on vient de le voir, ces deux 
forces doivent être égales ; on a par conséquent* 


// 


cos. ‘TT 
1 




cos. ô 


//'.cos.V 
1 > 


ce qui donne 


cos. 6 


//' . COS. — H. cos. ^ 

Il + H' — 2 / 7 ; • 


On peut éliminer de cette expression de cos. 0, les angles 'Tct 
et au moyen des équations suivantes qu’il est facile de con- 
clure de ce qui précède , 


2 ff ~ // == ÆT . cos. ^ , 

//'= // .cos.^'j 

fl étant ce que devient //, lorsque Pou considère l’action du 

fluide supérieur sur la matière du tube, et IJ' étant ce que de- 
vient Il'y lorsejue l’on considère faction du fluide inférieur sur la 
même raalière. On aura ainsi. 


COS.0 = 


Qii' 

U + 11' .21 f • 


L’angle 0 étant supposé connu , on aura facilement par l’analyse 
de la Théorie de l’action capillaire, l’étjuation difréreniiclle de 
la surface commune des deux fluides, quelle que soit la largeur 
du tube et sa figure. On doit observer que cet angle est celui 
que les plans fangens à cette surface, aux limites de la sphère 
d’activité sensible des parois du tube, forment avec ces parois. 

Les formules précédentes supposent que les fluides ne mouillent 
pas parfaitement les parois du tube. Nous avons observé daifô le 
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capillaire, que si 1-action du 
tube sur le Ihude, surpasse celle du fluide sur lui-même, alors 
une lame extrêmement mince du fluide tapisse les parois du tube 
et lonne un nouveau tube dans lequel les fluides s’élèvent ou 
s’abaissent; ainsi cirons le cas où le tube contient plusieurs fluides 
qui le mouillent exactement, ils forment dans son intérieur, une' 
suite de tubes diflérens auxquels on ne peut, par conséquent 
appliquer les formules îM'écédeutes. Ne considérons ici que deux 
fluides, l’eau et le mercure; et supposons que le tube soit de 
verre, et qii’ajarit été fort liuniccté, ses parois soient tapissées 
d’une lame d’eau très-mince adhérente au verre. Dans ce cas 
on pourra considérer le tube comme étant aqueux, et l’on aura 


ZT. = //'; //=//; 

on aura donc cos. ô — — i , et par conséquent La surface 

du mercure est donc alors convexe, et à très-peu-près celle d’une 
demi-sphère, si le tube est fort étroit. On jieut d’ailleurs s’en 
assurer, en appliquant à ce cas, le raisonnement par lequel j’ai 
prouvé dans le n» la de ma Théorie de Paction capillaire, que 
la surface du liquide, dans un tube très-étroit dont l’action est 
insensible, est convexe et celle d’une demi-sphère. 

La dépression du mercure est, par ce q^ui précède, 

^ 

ou — — , en n ajant point egard a la petite colonne d’eau qui 

pèse sur le sommet de sa surface, ù étant la haufeiir de cette co- 
lonne, et D exprimant la densité du mercure, celle de l’eau étant 
prise pour unité ; il est visible que la dépression du mercure serai 

, l> 

Maintenant, si l’on conçoit le même tube Humecté par de l’alcohol; 
en nommant 'H l’action de l’alcohol sur le merc&re, la hauteur 
de la colonne d’alcohol qui s’élève au-déssuS’ dé* sa surface , et 
’.D le rapport de la pesanteur spécifique du; mercure à celle de- 
l’alcohol; la dépression du mercui-e devient alors- 
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L’action de l’eau sur elle- même étant beaucoup plus grande 
ijue celle de l’aicohol sur lui-même, comme on le verra bientôt; 
il est très-vraisemblable que l’aclion de l’eau sur le mercure sur- 
passe celle de l’alcohol sur le même liquide, eusortc que '//est 
luoiiulrc que celte dilTérence doit donc être sensible parl’ex-» 
P éric II ce. 

M. Gaj-LiKn«ac a bien voulu la déterminer. Après avoir fort 
humecté un tube de verre, dont le diamètre intérieur mesuré 
avec une grande précision au moyen du poids d’une colonne de 
mercure qui l'emplissait le tube, était égale à ; il a 

plongé dans nu vase plein de mercure, l’extrémité inférieure de 
ce tube. Jl a trouvé milieu enlre dix expériences qui diflé- 

raient peu entre elles, la dépression du mercure égale à 
Le mercure en s'insinuant dans le tube, avait élevé au-dessus de 
sa surface, ona partie de l’eau (jui s’était atlacliée aux paioisdii 
tube en l’hiimeclant, et la longueur de Ja colonne d’eau , Ibrmée 
de cette manière, était de 7"",73o. La température était de 17 ", 5 
pendant les expériences. La dépression du mercure, diminuée du 
poids de cette colonne d’eau, est donc égale à G"‘',8404; c’est 
relativement à ce liquide, la valeur de 


ir — 

En humectant le même tube avec do l’alcoliol dont la pesanteur 
spécifique comparée à celle de l’eau, était 0,81971, M. Gny-I.nissac 
a trouvé par un milieu entre dix ex[)ériences très-peu clillérentes 
entre elles, la dépression du mercure égale à 8'"',oa6i, et la lon- 
gueur de la colonne d’alcohol qui pesait au-dessus du mercure, 
égale à 7’^‘,47^5. La température était encore 17 ,5 pendant ces 
expériences. De là on conclut 




« 


Celte valeur est donc, comme on l’avuit prévu, sensiblement 

plus grande que celle de — ;7~~* 

M. ( iay-faissac a de plus observé la flèche de la convexité du 
mercure dans le tube précédent, et il l’a trouvée la même ^jue 
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celle de la coiieavilé dis la surface supérieure des colonnes d’eau 
et d’alcoliol ; loiiles ces surfaces sont donc égales entre elles et à" 
celle d’une dcnii-splière dont le diamètre est celui du tube , con- 
formément à la tliéorie précédente, 

« Un vase^ indéfini étant supposé ne renfermer que deux llnides-, 

» concevons que l’én y plonge entièrement un prisme droit ver-^ 
w tical, de manière (ju’il [donge dam: l’un par sa partie supérieure, 

» et dans l’autre par sa, partie inférieure; le poids du flnidj infé- 
» rieur élevé dans le prisme par l’action capillaire , au-dessus de 

» son niveau da.is le vase , sera égal au poids d’iu: pareil volume 

» du fluide supérieur, plus au poids du fluide inférieur qui s’éle- 
ï> verait dans le prisme au-dessus du lûveau / s’il n’y avait (pie 
» ce fluide dans le vase, moins au poids du fluide supérieur qui 
» s’élèverait dans le même prisme, au-dessus du niveau, si cc 

» fluide existant seul dans le vase, le prisme trempait dans cc 

» fluide par son extrémité inf'iieure. » 


Pour le démontrer, on observera que l’action du prisme cl du 
fluide inférieur sur la partie du fluide inférieur (pi’il contient, est 
la même (jiie si ce fluide existait seul dans le vase; ce fluide est 
donc dans ces deux cas, sollicité verticalement vers le haut, 
de la même manière; et il est évident (juehs lie ces (jui le solli- 
citent dans le dernier cas, cajuivalent au poids du volume de ce 
fluide qui s’élèverait alors au-dessus du niveau. Pareillement, le 
fluide supérieur contenu dans la partie supérieure du prisme , est 
sollicité verticalement vers le bas , par l’action du prisme et 


du (luide (pii environne celle partie , comme il serait sollicité 
vers le haut par les mêmes actions, si le vase ne ••eiirmiuant (jiie 
le fluide supérieur, le prisme trempait dans ec fluide par son i x( ré- 
mité inférieure; et dans ce cas, la réunion des aclions ('(uiivaut 
an poids du fluide supérieur qui s’élèverait dans le prisme , au- 
dessus ifc sou niveau cians le vase. Enfin, la colonne di^ /i'iides 
intérieurs au |)iisine, qui est au-dessus du n:v(:au du fluide i.ife- 
rieur dans le vase, est sollicitée verticalement vers le bas par 
son propre poids, et vers le liant, par le poids d’une colon, m 
égale du lliiide supérieur. Eu réunissait tontes ces iorccs (pu 
doivent SC faire é.piilibre; on aura le tf.eorèmc que nous venons 
d’'iuüucer. Ün déterminera par les mêmes principe;, ce qui (mit 
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avoir lieu , lorsqu’un prisme creux est entièrement plongt? dans un 
vase rempli d’un nombre quelconque de fluides. 

Nous avons supposé dans tout ce qui précède, la base inférieure 
du prisme , horizontale. Mais quelles que soient son inclinaison 
et la figure de l’extrémité inférieure du tube, dans le sens vertical, 
l’attractiim^verticale du tube, et celle du fluide extérieur sur le 
^fluide qu’il renferme, seront les mêmes que si la base était hori- 
zontale, et par conséquent le volume du fluide élevé au-dessus du 
niveau , sera le même dans ces deux cas. i^our le faire voir , ima- 
ginons , comme ci-dessus, la surface intérieure du tube prismatique, 
prolongée dans le fluide, de manière à former un tube additionnel 
dont les parois infiniment minces n’allèrent point raclion du fluide 
environnant sur le fïîïide du tube. Il est clair que si l’on décom- 
pose le premier tube en colonnes verticales infiniment petites; 
l’action de chacune de ces colonnes , pour élever le fluide intérieur 
aux deux prismes, sera la même que si la base était horizontale; 
la somme de ces actions sera donc encore égale à Pfc. 

« Si le prisme qui , par sa partie inférieure , trempe dans le fluide 
» d’un vase indéfini, est oblique à riiorizoïi; le volume du fluide 
y élevé dansile prisme, au-dessus du niveau du fluide du vase, 
> multiplié par le sinus de l’inclinaison des côtés du prisme à 
» l’horizon, est constamment le même, quelle que soit celte iu- 
y clînaison. » 

En cfict, ce produit exprime le poids du volume du fluide élevé 
au-dessus du niveau , et décomposé parallèlement aux côtés du 
prisme. Ce poids ainsi décomposé , doit balancer l’action du prisme 
et du fluide extérieur, sur le fluide qu’il renferme; action qui est 
évidemment la même , quelle que soit rinclinaison du prisme ; la 
hauteur verticale mojenne au-dessus du niveau , est donc cons- 
tamment la même. 

« Si l’on place verticalement un prisme dans un antrçj prisme 
y creux et vertical , de la même matière, et que l’on plonge dans 
y un fluide leurs ‘extrémités inférieures; en nommant le volume 
y fluide élevé au-dessus du niveau, dafis l’espace compris entre 
V ces deux prismes ; on aura 
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> c étant le contoiu- cle.la hase intérieure du plus ^rand prisme 
» et c étant le' contour de la base extérieure du plus petit. „ ’ 

Ce théorè.ne est facile à démontrer, au moyen des principes 
■exposes ci-dessus. Si lesjiases des deux prismes sont des liolyJnes 
semblables, dont les colés bomologues soient paralhMcs et plàcés à 
ia meme distancej'eu nommant L ccUe distance la" base del’ei-.^ 

pacc que les deux prismes laissent entre eux, sera j ; ainsi 

h étant la hauteur moyenne du fluide soulevé , on aura • 


— ^ ^ 

et par coiisuquent 

h — 

c est-à-clîre que la liaiiteur mojenne du fluide élevé , est la méuie 
que celle du fluide élevé dans iiu luhe eylindriquc dont le rayon 
est c‘gal à 1 intervalle des deux prisiue.s. Eji suppo.sant (pie lesprisuics 
sont des cyliiîdrc.s, on aura le théorème du n” 7 de la Théorie 
sur i action capillake. On peut déterminer encore par les memes 
piincipcs, ce qui doit avoir lièu dans le cas où les prismes sont 
plongés^ en tout on en partie, dans un vase rcmpfi d’uii nombre 
quelconque de fluides, ca supposant même ces prismes inclinés 
à l’horizon. 

(( l>( s mêmes choses étant posées comme dans le théorème pré- 
cédeni, si les deux prismes sont de clilTércnles matières; en noiu- 
7) mant p pour le plus grand , et p, pour le plus pidit , ce que nous 
y avons désigné précédemment par p, 0.11 aura 


F z= 


gü 




V ensorte que si Tou nomme q ei les élévations du fluide dans 
» (leux tubes cylindricjues très-étroits, du même rayon intérieur /> 
formés respectivement de ces matières; on ^ura 

V'— \ I .(qc + q,c), 


» et par conséquent 


h = 


t -p c 




2' surPi-. Lrv. X. 
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Ce théorème se démontre encore facilement par les principes pré- 
cédens,. On doit observer de faire q et q^ négatifs , si les matières 
aux<]uelles ils se rapportent , dépriment le flifule , au lieu de Télever. 
On obtiendra par les memes principes, le volume du lliiide élevé 
au-dessiîs,du niveau, dans un espace rcnfi^rmé par un nombre quel- 
(Xînque de plan? verticaux de diflerentes matiè'.'es. 

Il résulte du théorème précédent, que le volume V du fluide 
élevé pHi* Taction capillaire, a hexférieur d’un prisme plein, plon- 
geant dans un fluide par son extrémité inférieure , eot 



Iq .C-, 


C étant le contour horizontal du prisme. Ce volume exprime Taug- 
ineufation du poids du prisme, due à l’action capillaire. « En 
^ général , raugmentation du poids d’un corps de figure qnel- 

> coïKjue , due à cette action , est égale au poids du volume de 

> fluide qu’il élève par cette action au-dessus du niveau ; et si le 

> fluide est déprimé au-dessous, l’augmentation se change en di- 
» minr.tion de poids; et la dimiiwîtiou entière du poids du corps 

est égaie aii'^^oids d’un volume de fluide pareil à celui ()ue le 
corps déplace, soit par l’espace qu’il occupe au-dessous du jiiveau, 
V soit par l’cspr.ce qu’il laisse vide, en écartant le fluide par l’action 
» capillaire. ^ 

Ce principe embrasse le principe connu d’Iiydrosf atlquc , sur la 
diminution du poids d’mi corps plongeant dans un fluide; il sufKt 
d’en supprimer ce qui e^t relatif à l’acfion capillaire iiui disparaît 
tolaleuîent, lorscine le corps est entièrement plongé dans le fluide 
au-dessous du ni veau. 


Pour démontrer le principe que nous venons d’énoncer; ronsi- 
déroiis un canal vertical ass<*z large pour embrasser le corps et tout 
Je voluiTie se/isibie de fluide qu’il soulève^, ou de l’espace qu’il 
laisse vide par radion capillaire. Concevons cjue ce canal, après 
avoir pénétré dans h* fluide, se recourbe horizontalement, et (pi’en- 
suite il se re'ève ver| icalement , en conservant dans tonte son 
étemlue îa mè.iK^ largeur, -tl ^st clair (|ue dans l’état d’é(|nilibre , 
les ()oids conh niî; dans les deux brandies verticales de ce canal, 
doivent être égaux; il laut donc que le corps par son poids, coiji- 
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pense le vulc (jn’il produit par l’action capillaire; ou, s’il soulevé 
paii.cefte action le fluide , il faut que par sa legéreté spécilique, il 
compense le poids du fluide élevé. Dans le premier cas, cette action 
soulève le corps qui peufôire par là maintenu à la surfaçe, quoique 
plus pesant î^ecifuiyement (pie le fluide. Dans le second cas, eUe' 
tend à- faire plonger le corps dans le fluide. 

Considt5rons un prisme solide recfangle tres-(5froit , dont l soit la 
largeur , h la hauteur, et a la longueur. Imaginons qu’il soit place 
horizontalement jjur un fluide, de manière que son plus grand cottwz 
soit horizontal, et supposons qu’il déprime autour de lui le fluide, 
que (f soit la dépression moyenne au -dessous, yflu niveau, dans 
un tube cylindrique de la matière du prisme, et dont le rayon 
est /. Nommons il) , la densité du prisme, celle du fluide étant D, 
et désignons par x , la profondeur dont il s’abaisse au-dessous du 
niveau. On aura par les théorèmes précédens, dans l’état d’écpii- 
libre , 

gD . alx +gD . Iq . (^a + I) — igü . ahl , 
ce qui donne 

X — ih — (J . (i + 

En supposant donc li moindre que — — , le prisme ne plon- 
gera point en entier dans le fluide, quoicpie /surpasse Vunilé, c’est- 
à-dire , quolcjne le prisme soit plus dense que le fluide. C’est ainsi 
qu’un cylindre d’acier, très-délié, dont le contact avec l’eau est 
empeebé , soit par un vernis , soit par une petite couche d’air qui 
l’enveloppe, est soutenu à la surface de ce fluide. Si l’ou place ainsi 
horizontalement sur l’eau, deux cylindres égaux et parallèles , qui 
se (oucjicnt de manier^ (pi’ils se dépassent mutuellement ; ou ob- 
serve (]u’à l’instant , ils glissent l’iui sur 1 autre, pour se meftie do 
niveau par leurs extrémités. J>e fluide étant plus déprime pai 1 action 
capillaire , à l’extrémité Me chacun d’eux , qui est en contact a\TC 
l’autre cylindre , (jii’à rextréiiiité opposée*, la base de cette deinieie 
extrémité est plus pressée que l’autre base*, chaque cylindre tend 
en conséciuence à se réunir de plus en plus avec l’autre*, et comme 
les* forces accélératrices portent toujours un système de coips^ de 
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rangé de l’état d’é(j[uilibre , au-delà de celle situation; les deux 
cylindrefs doivent se dépasser alternativement en Faisant des oscil- 
lations qui , diminuant sans cesse par les résistances (ju’elles 
éprouvenl^ finissent par être anéanties. Ges cylindres, alors par- 
veniîs^à, Wtat d’équilibre, sont de niveau par leurs extrémités. 

On voit par ce qui précède, que la manière dont nous venons 
d’envisager l’action capillaire , conduit Fort simplement aux prin- 
cipaux résultats de ma Théorie sur cet objet. Mais la méthode 
exposée dans. cette Théorie, a des avantages qui lui sont propres. 
File Fait connaître la nature de la surFace des iliiides ren Fermés 
dans les espaces c,apillaires , et montre avec évidence, qne dans 
des tubes cylindriques très-étroits , cette surface est à très-peu-près 
sphéri(jue , et qu’ainsi les hauteurs de ses divers points au-dessus 
du niveau, sont très-peu différentes. On peut encore en conclure, 
que dans divers tubes de la même matière, plongeant par leurs 
extrémités inFérieures dans le même fluide; si leur figure dans la 
partie on le fluide s’élève, est la même, le fluide s’élèvera dans 
tous, à la même hauteur, (jucllc que soit d’ailleurs la figure des 
aiiires pan ies. Cela résulte évidemment de l’équilibre du fluide dans 
un canal infiniment étroit passant par l’axe de cbacpie tube, au- 
dessous diujuel il se recourbe, pour aboutir à la surFace de niveau 
du fliiide. Car il est clair, que si la figure des tubes est la même 
dans les parties où le fluide s’y élève; la surFace dn fluide y sera 
la même , et par coiusécjuent aussi l’action du fluide du tube sur 
celui (lu canal sera la même dans ces tubes; l’un des canaux étant 
supposé en écpiilibre, les aulresde seront donc pareillement. 

Nous observerons ici qu’il peut y avoir plusieurs étals d’éciuî- 
libre dans un même tube , si sa largeur n’est pas iinirorme. Ainsi 
en supposant deux tubes capillaires commnnicjuant entre eux, et 
dont le plus petit soit placé verticalement au-dessus du plus grand; 
on peut concevoir leurs diarnèlres etleurs lo/jgueurs, tcdscpiele fluide 
soit d’abord en équilibre au-dessus du niveau dans le plus grand, 
et qu’en versant ensuite du même fluide,, justju’à ce (ju’il atteigne 
le plus petit tube, et en rempiisse une partie, le fluide s'y main- 
tienne encore en équilibre. J.ors(|ue la figure d’un tube capillaire 
diminue par nuances insensibles, les divers états d’écpiilibre sont 
•alternativement stables et non stables. D’abord, le fluide leiitl à 
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si CTer Oans le tnbç, et celle tendance en clirainna.it, détient 
nufe.dans l'elal d’d,,„ilibre ; a„-,leli elle devient nétative e 
|.af conséquent le lliiide tend à sï.bahsev, ainsi ce pnemier à,ui- 
1 ne est stable, pnisqiie'le fluide dtanl un peu écarté dtflcet élal, 
tend a y revenir. ïyi continuant d’élever le fluide, sà teiitl^ce à 
s abaisser di.ninnc, et redevient nulle dans le second état d’équi- ' 
libre j au-dcla, elle devient positive, et le fluide tend à s’élever, 
et par conséipient à s’éloigner de cet état qui n’est p'oint aiaW’e. 
Ln continuant ainsi, on voit que le troisième état sera stable, le 
cjualriciiie ^ non i(able^ et ainsi c!e suite. 


iMifin, la comparaison des deux métliodcs nous a fait connaître 
le lapport des quantités p et p' , ou , ce qui revient au meme, des 
• , tf ir 

quantités ™ , au moyen de Pangle ^ que forment avec les 


parois du tube , les plans taiigens à la surface du fluide intérieur, 
aux limites de la sphère d’activité sensible du tube. Ces quantités 
représentent les forces dont dépendent les pliénomèiies capillaires: 
elles dérivent des forces attractives des molécules des corps dont 
elles ne sont que des modifications*, niais e-lles sont incomparable* 
ment plus petites que ces forces attractives qui lorsqu'elles 
agissent avec toute leur énergie, sont les allinités cliimiques elles- 
memes. Si la loi d’attraction,, relative à ladistance , était la 
meme pour les diflérens corps; les valeurs de p et de p' seraient, 
comme nous l’avons déjà observé, proportioiiueiles aux intensités res- 
pectives de leurs attractions , c’est-àrdirc aux coefiieieus conslaus 
qui multiplieraient la fonction commune de la ciisfance, par JacjueJlc 
la loi de ces attractions serait représentée. Le'^ vilcin rsvfe p et (je p' se . 
rapportent alors à des volumes égaiix , et non à d(^s masses égales. 
Pour le faire voir , concevons deux. »ube^ capillaiies de inêiiie 
diainètfe, et de snbstajice dilférente;* mais <laiw lesipiels un flnide 
s’élève à la meme liaAtenr. 11 est clair par ce qui précède, que 
si Ton prend dans ces tubes , deux volumes égauS: et iniuiimenf pe- 
tits, scmbablement plates relativement, au: fluide intérieur, leur 
action sur ce lliiide , sera la iiiciiie , et l’on pourraî-substituer l’un à- 
l’autre ; il faut dune, pour avoir les rapports^ de* leurj' attractions* 
a. égalité de nni'*>es , diviser les va!cui’S:cic p ,.par les densités^ 
respectives des diflérens corps». 
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Il suit de là , que les valeurs de p, p' et de ^ doivent X’’arier avec 
la température. Considérons, par exfijîJ^e, uii fluide qui 
exactement lé verre , tel que l’alcohol \ et concevons un tube de 
verre , capillaire , plongeant par son extrémité inférieure dans l’al- 
coKofï^supppsons qu’à zéro de température , ce fluic?e s'y élève 
au-dessus du niveau , de la liauleur q. Concevons ensuite que la 
teiupérature croissant , la densité du fluide diminue dans le rap|)ort 
de> — a. à Tunité ; si Ton imagine, comme dans le n° i de la 
'FhéoVie citée , un canal inlinimenl élroit passant par l’axe du 
tube*, l’action du méuiscjue fluide formé par urCplan horizontal 
mené par le poincJe plus bas de la surface fluide dans le tube, 
sera diminuée par les deux causes suivantes, Sa densité deve- 
nant moindre, son attraction sera plus petite dans le meme rapport *, 
car il est naturel de penser que ce genre d’atiractions suit la raison 
de la densité pour la même substance ^ et cela se vérifie à l’égard 
de l’action des gaz sur la lumière, action qui, comme on l’a recomni 
par des expériences Irès-cxacies, est pour le meme gaz, proportion- 
nelle à sa densité. f/action du ménisque fluide sur le canal, 
diminue encore évid;üiment avec la densité du fluide du canal. 
Par ces deux causes réunies, la valeur de II est diminuée en raison 
du qiiarré de la densilc du fluide, et par conséquent dans le rap- 
port de (i — cty à l’unité. Mais la valeur de 1/ , divisée par le 
rayon l du tube, qui exprime l’action du ménisque sur le canal, 
doit balancer le poids du fluide élevé dans cc canal, et ce poids est 
égal au produit de l’élévation du fluide par sa densité et par la pe- 
santeur. En représentant donc par q celle élévation , et par l’unité, 
la densité du fluide à zéro de température , et nommant^** la pe§an- 
leurj on aura les deux équations 

H 

i^sr^ 

d’oii l’on tire 

q' = q.{i — ce). 

Ainsi l’élévalion du fluide dans un même tube, à div'erses tempe» 
j’aliues, est eu raison de sa densité, Nous faisons abstraction 
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^ de la dilatation du tube? qui en augmentant son diamètre intérieur, 
'cTiminuc son érévation. En y ayant égard, on aura ce théorème 
cjir>J?i:.avoir lieu relativeiîient aux liquides qui, tels que l’alcohol, 
paraissent jouir d’une parfaite fhiidité, « l/élévalion d’un fluide qui 
^ mouille exactement les parois d’un tube cVipillaire, esk', à .di- 
» verses températures , en raison directe dè la deiisrr43 du 
y> et en raison inverse du diamètre intérieur du tube. » . - , 


De V atlraclkm et de J a levj/lsàm avpare/ile des petits cbvps . 
quiSK^t^Cfil à la .suij'a^c des Jluiijec. 

\ 

J’ai soumis à l’analyse, dans le n° ii de ma Tliéorie de l’action 
capillaire, rattractiou mutuelle apparente de deux plans homogènes 
verticaux et p'*rallèlcs d’une épaisseur sensible , et plongeant par 
leurs extrémités inférieures, dans un fluide. J’ai fait voir que l’action 
capillaire ftnul toujours à les rapprocher, soit que le fluide s’éleva^, 
soit (ju’il s’abaisse entre eux. Chaque plan éprouve alors, l’un vers 
l’autre, une pression égale au p^ids d’un prisme du même fluide, 
dont la hauteur serait la demi-somme des élévations* au-dessus du 
niveau, ou des abaissemens au-dessous, des points extrêmes de 
contact (les surfaces intérieure et extérieure du fluide avec le plan, 
et dont la base serait la partie du plan, comprise entre les deux 
lignes liorizoïilalcs menées par ces points. Ce tliéorème renferme 
la vraie cause de l’attraction apparente des corps qui nagent sur 
un fluide, ]ors(|u’il s’élève ou s’abaisse près d’eux. Mais l’expérience 
fait connaître que les deux corps se repoussent, lorsque le fluide 
s’élève prèsde l’un d’eux, taiidis (jiril s’abaisse prèsde l’autre. Pour 
endre raison de ce phénomène , je vais considérer ici généra- 
lement la réj)ulsic)n apparente de deux plans verticaux et parallèles 
de matières dilFcrcntcs, et plongeant par leurs extrémités infé- 
rieures, dans un iijême\llui{le. 

Supposons (]ue le fluide s’abaisse près du premier plan, et qu’il 
s’élève près du second; la section de la surface du fluide compris 
entre eux, aura cl’ah(;rd un point d’inflexion, si les' deux plans 
sont fort distans l’un de l’antre ; ce j)oiiit est au niveau de la 
surface du Iluidç inclélini dans lequel on suppose que les [)lanS' 
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trempent ; car si l’on conçoit un canal infiniment étroit passant * 
par ce point , et sc recourbant ensuite au-dessous de l’un des plan' 
pour aboutir loin d’eux, à la surface du fluide extérieur*, W. rrj:ons 
de courbure de la surface fluide étant infinis aux deux extrémités de 
ce canal , il doit être de niveau dans ses dbux branches. Cela posé. 

Nommons z l’élévation au-dessus du niveaw , dhifi point quel- 
conque de la section de la surface du fluide intérieur; bt y la 
distance horizontale de ce point au premier plan; z étant négatif 
pour les points au-dessous du niveau. On aura par le n® 4 de ma 
Théorie de raclioii capillaire , 


chlz 



Cette équation multipliée par dz , et intégrée , donne 



= constante — ctz*. 


î^our déterminer la constante , nommons ^ l’angle aigu que forme 
avec un plan vertical , la tangente à un point de la section , 
placé à la limite de la sphere d’activité sensible du premier plan. 
On aura 



Soit q la dépression de ce point au-dessous du niveau; on aura 
U ce point, etz* égal à ocr/*; donc 


constante = sin ^ ^7% 


et par conséquent 




r = sin 'Sr + — «Z*. 


Soit 
on aura 


Z — sin. 'tar + a.q^ <f.z^ \ 
y.(h 


il y 




( 0 . 


Soit 
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Soit -tir' l’angle aigu qile forme avec un plan verïical, la tangente . 
a un point de’ la section, placé à la limite de la sphèrO d’acti* 
Vite ocilsibje du second planj on aura à ce point 



sin, 


En nommant donc q' la valeur de z relative au même point , on 
aura 

sin. ^'=:sin.-tzr4-a9* — ce/*; 

partant \ 

sin. ^ ~ sin. — ût/* — - ct^*. 



Z ne peut jamais surpasser l’unité, et si la section a un point 
d’inflexion, z est nul à ce point; alors Z est égal à sin.^+^V*? 
donc sin..^+c<(7“ est égal ou moindre que Tunité. S’il était égal 
â l’unité, on aurait 


par conséquent 


Zc= I —az^ 


dy — 


(4 — 




/ô. 


L’intégrale de cette équation , prise dans des limites entre les- 
quelles z est nul, donne pourj et par conséquent pour la distance 
mutuelle des plans, une valeur infinie ; ainsi lorsque cette distance 
est finie, et lorsqu’il j a un point d’inflexion dans la section de 
la snrlace du fluide intérieur, sin. -zer-f-ay* est moindre que l’unité; 
sin .'aj'+ot/* sera donc pareillement en vertu de l’équation (r), 
moindre que l'unité. 

Lorsque les plans sont à une distance infinie l’un de l’autre, 
y doit être infini, ce qui exige que Z soit égal à l’iinifé, lors- 
que z est nul; eu nommant donc q, la dépression du fluide dans 
ce cas, ou, ce qui retient au même, la dépression du fluide, i 
l’extérieur du premier plan; on aura 


q est donc moindre que //,. Maintenant, si Ton applique ici 
les raisonnemens du n* ii de ma Théorie de l’action capillaire, 
a* SUPPL. Liv. X. F 





42 MECANIQUECE L\j STE, 

on verra que le premier plan est pressé 'lu dedans eii 
par une force égale au poids d'un prisme fluide dont la ^ 

est i.(ç + Çx)f dont la profondeur est ç, — 7, et dont ' . • / 
est celle.^Ui.’plan. 

• . ,t*e'qiilfton (r) donne sin. moindre que l'/inifé. Lors- 

‘rpie les plans sont à une distance infinie^ elle donne cette fonc- 
tioti égale à l’unilc. Soit <7', ce que devient alors q' \ q\ sera donc 
plus ^rand que et il résulte encore du n® ii de la Théorie 
citée, que le second plan sera pressé du dedans en dehors , par 
une force égale^au poids d’un prisme fluide, dopt la hauteur est 
don\^la profondeur est q\ — <7', et dont la largeur 
est celle du second plan, que nous supposons ici la même que 
celle du premier. On peut en conclure que les pressions que les 
deux plans éprouvent pour s’écarter l’un de l’autre, sont égales; 
en effet, le produit de î.(<7', + <7') par q\ — q\ est égal au pro- 
duit de + — y* Ces produits sont \ {(j[ — 7'") 

A . ( i_ sin. ; ^ . ( I — sin. ar/’) ; 

et CCS deux dernières quantités sont égales, en vertu de l’équa- 
tion (/'). 

Il y aura toujours inflexion au milieu de la snrfiice du fluide 
compris entre les plans, si est égal à quel que soit leur 
rapprochement; ces plans se repousseront donc à toutes les dis- 
tances. Mais si ^ est différent de ftsr y la ligne d’inflexion de la 
surface, sc rapprochera du premier ou du second plan, lorsqu’on 
dirninuc leur distance, suivant que ^ sera plus grand ou plus 
petit que Supposons ici dans ce cas <7, sera moindre 

que q\y c’est-à-dire que le fluide sera moins déprimé à l’extérieur 
du premier plan, qu’il ne sera élevé à l’extérieur du second. En 
rapprochant les plan«, la ligne d’inflexion ^ie la snrftice finira par 
coïncider avec le’premier plan. En effet l’équation 

sin. — sin.^îêr' — «ç* 

nous montre que a/® surpasse toujours sin. — sin.'Ttr'; et cepen- 
dant il est visible par l’équation s’il j a inflexion daa$ 
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Îf^^îs^urface du. fluide ^nttîrieur, <7' est de Tordre de la distance 
des plans, qui par leur rapprochement, peut devenir 
plus pefil^ qu’aucune grandeur donnée. Il y a donc une limilc de 
rapprochenient, où culte inflexion cesse, cl où pSr^ ^nçéquent 
la ligne dVnflexion coïncide avec le premier plan, do 

cette . limite , lorstjue Ton continue de rapprocher les plans f'jflu* 
continuent de se repousser jusqu’à ce que le fluide soit autant 
élevé au-dessus du uijreau à l’intérieur du premier plàn^ qu’il 
est abaissé au-dessous à Texiérieur, comme on peut s’en assurer 
par le ii dç la Théorie de Taclion capill^e. Dans ce cas, 
q étant l’élévation du fluide près du premier ^an à l’intérieur, 
on a 

= a . = I — sia. ^ ; 

Téqnation (/’) qui subsiste toujours, donne alors 
cLq'^— ci.q\^— I — sin. 

’ct il résulte encore dun® ii cité, que le second plan cesse alors 
d’être repoussé par le premier ;,ensorte que la répulsion se change 
en attraction au même instant, pour les deux plans. 

Il est facile de déterminer la distance mutuelle des plans, 
lorsque ce changement a lieu. En effet, et. y* étant alors égal à 
I -—sin. «tir , on a 

Z — i — otz* , 
et Téquation différentiello (/) devient 

7 (i — ctz^).(lz 

; 


d’où l’on tire en intégrant 

y — 7 =* • i '~K ' 

^ \\+V/ 


i . V 2 




î. v/j— 

V/sit 


•constante. 


Pour déterminer la constante , on observera que y étant mil , 
Z est égal à y, et par conséquent 




I — sin.têr; 


n I ’on nomme ensuite al la distance raiiluelle des plans, on aura 
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. Z égal à ç', lorsque j' est <5gal à ü/*, on aura donc alors 


Soient 


az'‘ = I — sin.<z?r'. 




ef 6' exprimeront les inclinaisons des deux 
section,^ à l’horizon ^ alors on aura 


cotés extrêmes de 


a/ = 


uct 


■ÿg.{ 


tan g. ’ 1 

tang. ; ô J 


— ^.{cos. ’ô — cos. (l) 

y 20. ^ 2 J » V y 


on doit observer que le logarilbme est bypprboli(|iie. Si G est 
infiniment petit, le fluide nu s’abaissera qu’iiififiimerl peu à Tex- 
térieiir du premier plan : l’expression précédente de a/ devient 
alors infinie; les deux plans s’attirent donc alors à tontes les 
distances. Ainsi la supposition de 9 nul , est la limite où les 
deux plans commencent à pouvoir se repousser. Si 0 croissant 
devient égal à 6"; alors 2 I devient nul; les deux plans se re- 
poussent donc alors à toutes les distances. Tlnlre ces deux limites, 
les plans, aprci* s’être repoussés, s’attirent, lorsque l’expression pré- 
cédente est moindre que aL On déterminera leur attraction 
ou leur répulsion, au moyen du théorème suivant, qu’il est facile 
de conclure du 11 ® ii de la Théorie citée. 


<( Quelles que soient les substances dont les plans sont formés, 
» la leiulauce de chacun d’eux vers l’autre, est égale au poids 
)> d’uu prisme fluide dont la hauteur est l’élévation au-dessus du 
y> niveau, des points extrêmes de contact du fluide intérieur avec 
Y le plan, moins cette élévation à l’extérieur; dont la profon- 
)) denrest la demi-somme de ces élévations, et dont la largeur 
y> est celle des plans dans le sens horizontal. On doit supposer 
» rélévation , négative , lorsqu’elle se change en abaissement au- 
y> dessous du niveau. Si le produit des tlois dimensions précé- 
» dentes, est négatif; la tendance devient répulsion. » 

Nous observerons ici que cette tendance est la même, et de 
même signe pour les deux plans. Car les deux premiers facteurs 
étant g — et i-C^ + <7r) pour le premier plan; leur produit 
est — çl). Le produit analogue pour le second plan est 
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); ainsi lalitrgeur des deux plans étant supposée la même, 
rism'es fluides dont les poids égalent leurs tendances l’un 
•>- 1 . , sont égaux, si q'—q] est égale à 9'.’ jor cette 
ég;.. .^àilte de l’équation (r) , qui en substituant pour, sin.-ar, 
et sin.-w' l^urs valeurs i — a.q\ et i — a.q‘ , devient 

* = — 9 ';)- 

Ainsi, quoique les depx plans n’agissent ]*un sur l’autre que par 
l’action capillaire d’un fluide intermédiaire; cependant cette action 
réciproque est ^lle que l’action est égale à la r^ction. 

Lorsque les deux plans sont très-rapproch^f, z est très-peu 
diflérent Ae q , ensuite que si l’on fait 


z—q=z', 

z' sera une très-petite quantité dont on pourra négliger le carré. 
Ou aura ainsi 

Z = sin.<2sr — aotyz', 

et parconséquent, 

dz ^ 

Vf 


dz = dz' = ■ 

l’équation (J) deviendra ainsi 

dy =: — j 

ce qui donne en intégrant. 


2<tq^ 

ZdZ 


y ~ constante -f- 


y/i— Z* 

iiccq 


Pour déterminer la constante, on observera que y est nul avec 
et qu’alors Z=sin.^^ on a donc 


constante = 


cos. -ar 

2CCÇ 


De phls, 2/ étant la ÿisfance mutuelle des plans; on a, lorsque 
y = 2l , z égal à q', et par conséquent Z =s sin.-ia-'; donc 

COS. T, ' COS, <77 


et par conséquent 


COS. 'Xi' — C08. nsf 

^ Ja,l ' 
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. T.a hauteur du fluide entre les plans est clone en raison îni^ 
de lei^r. distancie hintuelle. On peut conclure de cette analxSçS/'-^ 
théorîîYno suivant : 

, « t.orsqlie les plans sont très-rapproclics; l’élévatinrl du fluide 
• » entre eux, est en raison inverse de leur distance /mutuelle, et 
elle est égale à la demi-Soniine des élévations qui auraient lieu, 
» si Ton supposait d’abord , le premier plan de la même matière 
que le second, et ensuite ^ le second de la même matière que 
» le premieh Onldoif observer de supposer l’élévation négative, 
5> lorsqu'elle s^ change en abaissement. » Ce théorème est un co- 
rollaire de celui ^ue nous avôiis donné précédemment sur l’éléva- 
tion du fluide entre deux surfaces prismatiques de matières diffé- 
rentes , et dont l’une est comprise dans l’autre. 


On voit par ce théorème et par celui que nous avons énoncé 
ci-dessus, que la force répulsive des plans est beaucoup plus faible 
que la force attractive qui se développe, lorsque les plans sont 
très-rapprochés, et qui doit les porter l’un vers l’autre, d’un mou- 
vement accéléré. Dans ce cas, l’élévation du fluide entre les plans, 
est très-grande relativement à son élévation près des mêmes plans 
à leur extérieur*, eu négligeant donc le carré de cette dernière élé- 
vation, par rapport au carré de la première*, le prisme fluide dont 
le poids exprime la tendance d’un des plans vers l’autre, en vertu 
du premier des deux théorèmes précédens, sera égal au produit 
du carré de l’élévation du fluide intérieur, par la demi-largeur 
des plans dans le sens horizontal. Cette élévation étant, par lo 
second de ces théorèmes, réciproque à la distance mutuelle ,de« 
plans*, le prisme sera proportionnel à leur largeur horizontale, 
di^^îsée par le carré de cette distance; la tendance des deux plans 
l’un vers l’autre sera donc en -raison inverse du carre de leur 
distance, et par conséquent, elle suivra la loi de l’attraction uni- 
verselle , loi que paraissent suivre toutes Jes attractions eA les ré- 
pulsions qui s’exercent à des distances sensibles, telles que l’elec- 
Iricité et le magnétisme. 

Désirant de reconnaître par l’expérience, le phénomène singu- 
lier de la répulsion des plans, qui sc change en attraction par leur 
rapprochement; j’ai prié M.' Haiij de faire quelques expériences 
sur un résultat aussi curieux de la Théorie de l’action capillvre. 
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lit pliisieiu-s çn employant des plans d'ivoire qui, comme 
''«t mouillé par Teau , et des plans de talc Liminaire , 
'V cqucd le touclier indique une sorte d'onctriowté qui 

i V..: ^ . Ve se mouiller. Ces expériences ont confirmé pleine- 
ment le rë^Viltat de ]a*Tliéorie, comme on le voit par la note 
suivante qiril m'a communiquée. 

« On a suspendu à un fil très-délié, une petite feuille carrée 
> de talc laminaire , de manière qu’elle fut plongée dans l’eau par le 
^ bas. On a plongé dans la meme eau, et à la distance de quelques 
y centimètres , ]à partie inférieure d'un paralléli^pède d’ivoire , 

» ensorte qu’une de ses faces fut parallèle à la f/nille de talc , en 
» la maintenant toujours dans une situation parallèle à cette feuille, 

» et en arrêtant le parallclipipède par intervalles, afin d’être assuré 
que l’effet dumouvement qu’il pouvait imprimer au fluide, était 
» insensible dans l’expérience. Alors cette feuille s’est éloignée du 
parallclipipède*, et lorsqu’en continuant de faire mouvoir celui- 
» ci, toujours avec une extrême lenteur, il n’y a plus eu qu’une 
» très-petite distance entre les deux corps; la feuille de talc s’est 
)) approcliée tout à coup du paraflélipipède, et s’est mise en coutact 
» avec lui. En séparant alors les deux corps, on a tr-ouvé le parai- 
)> lélipipède d’ivoire, mouillé jusqu’à une certaine hauteur au- 
» dessus du niveau de l’eau; et en recommençant l’expérience avant 
» de l’avoir essuyé, l’attraction a commencé [dus tôt, et quelquefois 
» elle a eu lieu dès le premier instant, çans êlre précédée d’une 
» répulsion sensible. Ces expériences répétées plusieurs Fois et aveçj 
» soin, ont toujours doimé Jes mêmes résultats.» 

I.orsque le plan d’ivrire e.: 5 t très-hjumecté; I>au qui recouvre sa 
surface, forme un nouveau planqui attire la lame de talc, etreJa-, 
tivenicnt auquel l’augie Ô' de la formule (/) est le plus grand'^s- 
sible et égal par le u^ 12 de la Théoiie de l’action capillaire, au 
([uart de la circonférence. I.a valeur de 2 / , donnée par cotte 
formule, valeur qui exprime la distance des plans où l’attraction 
eoiurnenCe, devient donc plus grande, cppfbrtnémcut à l’expé- 
rience. De plus, il peut» arriver que par l’eflfçt du frottement du 
fluide contre la lame de talc, lorsqu’il redescend aprqs, s’être élevé 
entre les plans très-près du contact , l’angle $ devienne nul ou 
sensible, de même que l’on observe l’angle semblable relatif av^ 
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mercure, diminuer dans le baromètre, loiidju'il descend; 

infinie, et Tattraction n^est précédée^ 


sion d6.*2 l devient alors 
cune. répulsion sensible. 




s*' 


Sur Vadliéd'Jti des disques h la surface des^^ fluides. 


. . Lorsqu’on applique un disque sur la surface d’un fluide sfagnant 
dans un vase d’une grande étendue *, on éprouve pour l'en déta- 
cher meme dans le vide, une résistance d'afttant plus considérable, 
que la surface du disque est plus grande. Le disque, en s'élevant, 
soulève une col\nne fluide qui le suit jusqu'à un6 certaine limite 
où elle s’en sépare pour retomber dans le vase. A cette limite , la 
colonne pourrait être maintenue en écjuilibre, si la force qui sou- 
lève le disque était exactement celle qui convient à cet état 
d'équilibre*, et il est visible que cette force doit pour cela, égaler 
les poids du disque et de la colonne élevée. L'adhésion du disque 
au fluide, est ainsi un phénomène capillaire. Mais pour l'établir in- 
contestablement, je vais déterminer cette force par l’analjse , et la 
comparer à l'expérience. 

Considéronsunesectiondelasnrfacedelacolonne, par un plan ver- 
tical passant par le centre du disque supposé circulaire. Cette section 
sera la courbe génératrice de la surface produite par la révolution de 
la courbe autour de la verticale passant par le centre du disque. Soit/ 
le rayon du disque, et /-f-j la distance à cette verticale, d'un point 
quelconque de la section dont z est la hauteur au-dessus du niveau 
du fluide. L'équilibre de la colonne donnera , par la Théorie de 

l'action capillaire (n* 4) f en observant qu'ici ^ est nul , 


ddTi» dz 



Pour intégrer cefte équation, nommons nsr l’angle que le côté de 
la section génératrice forme avec la ligne horizontale menée de 
l’extrémité inférieure de ce côté, à la verticale qui passe par le 
centre du disque. On aura 

dz 

5-=-tang.^} 


l’équalioa 
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réfjùaüioii précédente deviendra ainsi ^ 




ilti^lij 


T-.COS.^- 




= 2ÙLZ\ 


(s) 


en la multipliant par dz ou par — dj Aaug,^ ^ et en l’intégrant^ 
oa aura •• 

cos,^+ J — — constante — oiz*.- 

Supposons que l’intégrale commence avec z, et observons que z 
étant nul, le celé de la section coïncitb' avec Ip^surlace de ni- 
veau, ce qui rend ^ nul, et par conséquent, cos.^=ii .nous 
aurons constantes i ) donc 


ccz^:=^ I — cos. ^ 




'^ 7 ::. ,'in 


^+y ' 


(0 


Lorsque le disque est fort large, / est une quantité considérable 
par rapport à — — ; ou aura ainsi une première valeur approchée 

y ce 

de Z , en négligeant dans l'équation précédente , l’intégral* 

/ (/z . siii. ’î" , , 

’^ T - ^y " " 5 donne 

t/2 . y 

Z ~ — =.8111. 
t/cc 

On pourra donc substituer cette valeur de z, dans l’intégrale 
— ‘1'*^ devient par là 


I y' a filts rr . 

'~V "ce- J 


i+y 

Ci’tte intégrale prise depuis est égale à 

-T( 7 + 7 )-( — “*. • :»î- 5 -l/ l-j^O+y - 

L’élément de cette dernière intégrale n’est jamais infini; car 
quüii|iie devienne infini, loisque ^ nul, puloqu'i! est é^al a 
a* surrL. liv. x. G 



So 
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dz , C09. 'TT 


-, OU a 


1 cos. •■7 

— : cependant, comme 


d I . siri. ar^ 

tiplié dans l’inti^grale précédente, par — cos^ 

lieront de dnsr dans ce produit, n’est jamais infini, }/ --cgligeaiU 
Ids^iernies divisés par (/+/)% relativement aux tonnes divisés 
i+j, on aura 

'^dz . sin . t/n . ( 1 — ros^. ’ -ty) 


-/- 


^+y 




î/intégrale düit efre prise depuis ^=o, jiis^qn’à ezr = 7i'— 
fa/ étant l’angK^ que le côté exliême de la section génératrice 
forme avec la ligne menée sur la surface inférieure du ilisqiie, 
jusqu’au centre de cette surface. En nommant donc z' la valeur 
extrême de 2 , ou la hauteur entière de la colonne soulevée par 
le disque J l’équation (/) donnera 


I / Q-l/p. .fl — sin'^ 

"* = I + cos. fZSr — î 

3/. l/cc 


d’où l’on tire à fort peu-près 





cos.^^'- 


3/. a. cos. ^ ta' * 


Pour avoir le volume entier de la colonne soulevée, il faut d’abord 
multiplier cette valeur de z' par la surface inférieure du disque, 
ou par ajouter ensuite à ce produit, le fluide qui envi- 

ronne le cylindre fluide dont la base supérieure est la surface 
inférieure du disque. Ce dernier volume est égal à l’intégrale 
•^ 2 rc ./(/+j-).Z(/y , prise depuis ^ = 0 jusqu’à ‘2«r=7r — 'têr'*, on 
ainsi pour l’expression du volume entier de la colonne 
soulevée , 


' 7(1 




cos. 


•^r/. (1 — sin*^. v-T?') 


3cfc.cos. 


j27r -/{l+y ) . z(îy. 


On peut déterminer rigoureusement cejtte dernière intégrale, de 
la manière suivante. 


L’équation (s) multipliée par donne en l’intégrant 


— 2 .a..f(l-{-y').zdy = (/-f-j).sin.‘W -J- constante. 
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ï^3Î4;^r^^(5terminer la cohstante, nous observerons que l*i;ifégrale 
b:ûL prise depuis ^=o, jusqu'à ^7ir=7C — et que (/+j).siri.<nr 
est nii’ritvec En elFet, /+j devient infini lorsque 
en réduisaoU donc son expression, dans une série ascendant^ par 
rapport à le premier terme de celte série sera de la Poilue 
De plus, :t étant nul avec <?sr, si l’on réduit pareillement 
son expression , dans une série ascendante en ^ ; le premier terme^ 
sera de la forme A' r et r étant positifs. L’equation 

âi. 

^=-tang.^ 

donnera donc en n’ayant égard qu’à ces premiers termes, et ob- 
servant que tang, ^ devient dans le cas de ^ très-petit, 


VA. ‘I 


: 


d’ou l’on tire, en comparant les exposans de 

(/4-j).sin.'EJr, deviendra donc en substituant pourj^, 

et ^ pour sin.'sr^ (/ +j).sin.<sr, est donc nul avec ^ , et par 
conséquent la constante de Tintégrale précédente est nulle. On 
aura donc, en observant qu’à la fin de l’intégrale, (tsr devient 
et que/ est nul, 


— 2-7r /(/ + j) . ^ 


./, sin. fzsr\ 


Le volume entier de la colonne soulevée sera par conséquent, 


. V/2.COS. 
V/tf 


*?rl 

cos. ar' 


. { I — 6 . sin. I 5 . sin^ ’ nsr ' } . 


On aura la valeur de i^au moyen de l’équation suivante, donnée 
par le n° 5 de ma Tliéope, 


*7 = • {' “ 6T^<-7 • ^ ( 1 +^ • ; 

h é^ant ici le diamètre intérieur du tubC; et t/ étant la hauteur 
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à laquelle 'le poiiif lo plus bas du llukle ifilarieia* s’c u’ v -, 
du iiive^üjr; dans le cas où le fluide s’abaisse an-de^sol^s du 
< 7 *devÇ^nt‘ué^^afif, et exprime la dc'pnssion tîii pokilje plus’e 
dii. ftiuHe intérieur. Cette cqualion donne à Tort peu-paès, 


« ] 
^ et 


• h 

v»—, 

2 . CO S. œ' 



h 

(i,C(PT ' 


. ( I — sin. ( I + 2 .siu. 


)}■ 


Ainsi, pour avoir des élévations réciproques aux dianielres inté- 
rienrs des tubes; il faut ajouter aux élévations obseivécs q , 
sixième du diaaiètre nudt iplié par le facteur 

( 1 — i«in 1 q- ‘2. sin. ’ ' ) 

‘ cubx 5 

facteur qui se réduit à runité , lorsque l’angle est nul. Ceffe 
ctîrrection est nécessaire dans des expériences faites avec une grande 
précision , cMuninc ccdles (jue nous allons rapporter. M. Ga_y-Lussac 
A bien voulu les entreprendre à nia prière; il a imaginé pour me- 
surer les ascensions et les dépressions des fluides dans les tubes 
capillaires transpareiis , un moyen qui donne à ses expérii nces , 
]a précision des observations aslrononiiipies ; eiisorfc que l’on peut 
en adopter les ré'^ultats avec confiance. Les tubes ont été clioisis 
bien calibrés, et leurs diamètres intérieurs ont été mesurés au 
mojen du |)oids d’une colonne de mercure qui les rcmjdissait ; ce 
qui est le moyeu le plirs exact de déterminer ces diamètres. 

Les physiciens ne sont pas d’accord sur l’élévation de l’eau dans 
les tubes capillaires de verre, d’un diamètre donné : leurs lésultats 
à cct égard, different au moins du simpic au double. Ces difïé- 
TChces tiennent principalement au plus ou moins d’bnmidilé des 
des tubes : (juaiul ils sont Irès-humect es, eoinine ils l’ont 
toujours été dans les expériences suivantes, l’eau s’élève toujours 
a lort peii-prè> à la ineine liaulcnr dans un meme tube. M. Gay- 
luissac a observé dans un tube de verre IJaiic, dont Je dôaniètre 
intérieur était de 29441 , l’élévaiioii do point le plus bas delà 
surface intérieure de Peau , au-dessus du niveau de ce licpiide 
d, ns un vase très - large dans lecjnel le tube plongeait par son 
cxtiémilé Inférieure. Il l’a trouvée par plusieurs expériences qui 
s’accordaient entre elles, égale à 25'"', i654 , la leiupératnre étant 
de 8% 5 environ, du iliermoiuèlre centigrade, ici, l’angle 'r?r\esL 
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iiionillaiil pui iailuîULiit les pa^'ois du tube, lùi aiu^jiiieii- 
*' *an¥*v;^te éiéva’lioii , du sixième diî diamelre du tul)eJ(iou mira 
C/'<ji . Cette quaniiié nuillipUce par le diamètre clii.|ubc, 

O ' *r * ’ 

donnera ce qui préi:cdc , la valeur de et Ton troif^cra 

• ' ' 

- :3i:; 3o" ‘ aCai. 

a. 

Dans un second tube de verre, dont le diamèfro intérieur était 
de I"", j M. Oay-Jaissae a observé, a la niciue {empératurc, 

l’élévation dfi point le plus bas de la surtace inlérieure au-dessus 
du niveau, de i5"‘, 58()i ; ce qui donne i5"“, QO^/j , en lui ajoutant 
le sixième du diamètre du tube, l/élévalion du premier tube 
corrigée, donne pour l’élévation corrigée du second tube, i5"'',8(jG; 
ce (]ni diflère très-peu de l’élévation qui résulte de l’obscu’valion , et 
ce (jui prouve, i°. que les élévations corrigées sont à très-peu-jM*ès 
réeipro(]iics aux diamètres des tubes; qnc dans des expériences 
très-précises, la correction laite par l’additioii du sixième du dia- 
mètre des tubes, est indispensable. 

» 

On pourrait encore déterminer la valeur de ^ / an moyen de' 

l’élévation du peunt le pins bas de la siuTace de l’eau tpii s’élève 
entre tlcux lames de verre , verticales et parallèles, ti(M-rapprn(du‘es 
ruiie de l’autre, et plongeant par leurs extrémités inféiiemes, d ms 
un vase plein de ce liquide. M* Cav-lmssac a trouvé par U' 1 ‘évullat 
moyeu de cinq expériences peu diiréreiites entre elles, colle élé- 
vation égale ii iv3"", , la distance mutuelle des lanu's éianl de 

1 ' ', oG(j. ( Ite distance était exactement égale au dij mètre d’iui 
ill de l'er passé à la lilière; et pour mesurer ce dia nèl re 
placé les unes à coté des autres, plusieurs portions du même (il , 
qui par la somme de leurs diamètres, formaient une large m- eon- 
sidérable (ine l’on a i^iesuréc avec soin, (’t (pie l’on a Ciiï^hife di- 
visée par le nombre fie ces diamètres. Les lanie^ pai lailem ait 
planes, avaient été très-limnectées : la température était de iG" 
pendant les expériences. Si Tou ajoute à l’élévation ol)^er^ée, le 

produit de la demi - distamx des lames par i — y, tT étant la 

demi-circonférence dont le rayon est l’imité , et si l’on mulliplic 
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la somme par la dislance i'"', oGgj on auna par le r 

Théorie ^ l’action capillaire, la valeur de On trouve ^insr 

i = i4'"', 524. 


Çe>r45ultat .doit être un peu augmente, pour leVêduire à la, tem- 
péraluré .dé 8%53 car on a vu précédemment que l’élévation croît 
avec Ja densité du liiiiiide. Il diffère pey du résultat i5"“, i3 
que donne l’élévation de l’eau dans un tube de verre; ce qui fournit 
une confirmatioA nouvelle de la Théorie suivant laquelle l’éléva- 
tion entre des plans parallèles , doit être environ la moitié de 
l’élévation dans les tubes capillaires d'un diamètre égal à la dis- 
tance des plans. Nous adopterons ici , de préférence , la valeur de 

^ conclue des expériences sur le tube le plus étroit, et nous sup- 
poserons ainsi ù la température de 8% 5 , 


£ — 2621. 

A ^ 


Cela posé. Lavformule précédente qui détermine le volume du 
liquide élevé, donne en ayant égard à ses deux termes, et en 
prenant pour unité le centimètre cube, le volume du liquide élevé 
par un disque de verre blanc circulaire, et dont le diamètre est 
de 1 18'”', 566 , égal à 

60,5327 — O, 9578; 

le poids du centimètre cube d’eau à son maxiviinn de densité, est 
le gramme. Mais les expériences précédentes ayant été faites à la 
tcnipvr.aiiire d’environ huit degrés et demi , le centimètre cube 
d’eau pèse un peu moins que le gramme. En ayant égard à cette 
correction , on trouve le poids de la colonne d'eau soulevée , au 
moment où elle est prête à se détacher, égal *'^9^ '""‘"'"',58 7 3. M. Gay- 
Lussac a trouvé paT plusieurs expériences qui diffèrent très -peu 
entre elles, ce poids égal à 4^; ce qui s’accorde aussi bien 

qu’on peut le desirer , avec le résultat de l’analyse. 

De l’alcoliol dont la pesanteur spécifique à huit degrés de tem- 
pérature; comparée à celle de l'eau a la même température ; étajt 
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élevé cPans le premier des deux tubes préçédens/à 
iJa" le 9'"', 18^55 , la température étant toujours de Huit 
degrés. L’atcohol mouillant parFaitement le verre , il fau^'joiitcr 
à cette haYtcnr , le s\xicme du diamètre du tube*, ejle devient 
alors égale à 9'"', 59808, Ce nombre multiplié par le dianièfré du* 

tube,. donnera la" valeur de ~ relative à cet alcoliot, etJ’on^aurcV 
* 2 = 12"" 1G49. 

Au moyen de cette valeur, on aura l’élévation de ralcoHoI dans 
le second tube , corrigée par l’addition du sixième du diamètre 

du tube, en divisant - par le diamètre de ce tube*, ce qui donne 

G"*', 58976 pour cette élévation que M. Gay-Lussac a trouvée par 
l’expérience, égale à Le peu de différence de ces deux va- 

leurs prouve que les élévations corrigées de Talcoliol dans divers 
tnbes capillaires très-étroits , sont réciproques aux diamètres de 

O 

ces tubes. En employant la valeur précédente de ~ , on trouve 

le volume d’alcoliol élevé par le disque de verre.de la première 
expérience, égal à 

38 , 3793 — O, 3770 

le centimètre cube étant pris pour unité. Cette valeur multipliée 
parla pesanteur spécifique 0,81961 , de cet alcoHol, donne le poids 
de ce volume d’alcohol , égal à' celui de 31,1469 centimètres cubes 
d’eau à la température de huit degrés*, et ce dernier poids est égal à 
31^'“"’, 1435. Tel est doue le poids nécessaire pour détacher de l’alco- 
liol, le disque de verre précédent, la température étant c^clmil Gbgi-'és’. 
M. Gay-Lussac a trouvé par l’expérience, ce po-ds égal a 
à la même température j ce qui cliffère très- peu du résultat de 
l’analÿse. 

De l’alcobol dont la pesanteur spécifique à dix degrés de température, 
et comparée à celle de l’eau ù la même température, était 0,8595, 
s’est elevé dans le premier tube , à 9% 30079 , donne 

9"“, 5 i 64 g pour son élévation corrigée. D’où l’on conclut la valeur 

de 2 relative à cet alcohol, égale a ir*"", SigoS. Cette valeur de 

et 
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poids nécessaire pour détacher le disque précéc|^^ 

^ sn/fâo ^ de cet alcoliol, égal à 52 '^' "",8()0 , et rexpéricnce a donné 
, à M. Gay-Lussac 32 " ^'% 87-, ce qui s’accorde exactement avec le 
cafcùh' 

^ J^ufm/dG l’alcohol dont la densité était o^9/ji53 à huit degrés 
de lenipéralure , s’est élevé dans le tube précédent , à 9'’''>997-'^7 ; 

ce qui donne - = 2198 , et par conséquent Tadliésion du 

disque précédent, égale à 57^'"% 283. M. Gay-Lussac a trouvé par 
l’expérience , à la mémo température, cette adhésion égale à 
57^'-"% iSa. 

De 1 ’linile de téréf)enthine dont la pesanteur spécifique a huit 
degrés de température , et comparée à l’eau à la meme lenipéra- 
ture, était 8 Ch)'< 58 , s’est élevée dans le premier tube, à 9"';95i59^ 

ce qui donne lo"*', 16729 pour son élévation corrigée, et - égal 

à 160G. De là on conclut l’adhésion du disque précéder.t 

à la surface de ce licjuide, égale à 5/1.^'"% 3 5 o. M, Gej-Lussac a 
trouvé à la meme (empcralurc de huit degrés , cette adhésion égale 
à 34 '^'"% 104, ce qui dilfcro très-peu du résultat précédent. 

M. Gay-Liissac a fait plusieurs expériences snr l’adhésion du 
disque précédent, au mercure. Mais pour les comparer à la Théorie, 
il faut connaître i\ l’élévation du mercure dans un tube de verre, 
d’un (liamètre donné ; 2% l’angle que la surface du mercure forme 
avec le verre, an point de contact. J/iuic et l’anfre de ces données 
est Ircs-difficÜe à déterminer par l’expérience, h cause du frotte- 
m'effl du mercure contre la surface du verre , frottement (]iii met 
obstacle à l’élévation ou à la dépression de ce liquide dans les 
tubes capillaires, et i\m peut changer considérablement l’angle 
d’inclinaison do sa surface à celle du ^?crre, La comparaison 
de plusieurs phénomènes capillaires observés, avec la Théorie, m’a 

donné par un résultat moyen, la valeur de ^ relative au mercure, 

à la température de dix degrés, égale à i 3 ''""“', et l’angle aigu 
f rmé par les parois du verre , et par un plan tangent à la snriacc 
.(il? mercure; à l’extrémité de la sphère d’activité sensible de ces 

parois, 
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^ Je «ferai donc usage de ces données que de? 

pliis nomhri^uses peuvent rectifier encore. Ellesîdônnent 
Vsr' = T. ^3%^ et {r^' = jij\ Un trouve ainsi par la fonntîiOj prccc;^ 
clenle, (jiielc poitls de la colonne de mercure soulevée par l.e'disrÿTie' 
de verra précédent, est*de 207^’^'"^, o. M. Gay-Lussac a trôhvé de 
Ircs-gramles différences entre les résultats de ses expériences ^ur 
cet objét. Dans ses expériences sur l’adhésion d'un disque de Verre ^ 
a la surface des liquides, il suspendait le disque, au fléau d’une 
balance iras -exacte qui l’enlevait verticalement au moyen de 
poids trcs-peiiis ajoutés successivement et avec lenteur, dans le 
plateau de l’autre fléau de la balance. La somme de ces petits 
poids, au moment 011 le disque se détachait du liquide , indiquait 
le poids de la colonne entière soulevée. Kn opérant ainsi sur le 
mercure , il a observé que cette somme était plus ou moins grande, 
suivant la lenteur avec laquelle il ajoutait ces poids successifs ; 
et en les ajoutant à de très-grands intervalles , il est parvenu à 
élever leur somme, de à Llle dépend, comme 011 

le voit par la formule précédente , de Tangle aigu que la surface 
du mercure forme avec celle di; verre, et elle est à fort peu-prés 
proportionnelle au sinus de la moitié de cçt angle ;^Dr 011 sait par 
l’expérience journalière du baromètre, que cet angle peut aug- 
menter considérablement, lorsque le mercure descend avec une 
grande lenteur*, le frottement du liquide contre les parois du 
tube, empêchant la descente dvs parties de ce liquide , conligiics 
à ces parois. Le frottement empêche également la colonne de mer- 
cure, de SC détacher du disejue. Lorsqu’elle s’en détache, elle 
commence à quitter le bord du disque, ensuite elle sc rétrécit de 
plus en plus, près du disque , jusqu’à ce qu’elle le quitte. Le frot- 
tement du mercure contre la surface inférieure du disque doitj^^a\5' 
empêcher cet effet , et diminuer, comme dans la descente du ba- 
romètre , l’angle aigu du contact de la surface du disque avec 
celle dVi mercure ; et si toutes les molécules de la colonne liquide, 
ont le temps nécessaire^pour s’accommoder au nouvel état d’équi- 
libre qui en résulte *, on conçoit que l’on peut accroître considé- 
rablement le poids entier nécessaire pour détacher le disque , de 
la surface du mercure. Ce poids s’élèverait à près dé quatre cents 
grammes, si l’angle de contact était droit. 

. 2® SülU’L. LIV. X. 


II 
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Les disques des diverses substances qui sont parfaiteq 
lées^ pac.urv liquide, doivent opposer la même résista 
S^patàrtioïLde ce liquide, si leurs diamètres sont égaux; car aioib, 
jcet te* résistance est produite par Tadhésion du liquide avec lui- 
tpêWe , c’est-à-dire avec la couche du liquide qui tapisse la sur- 
face inférieure du disque. Pour vérifier ce résultat, M. Gay-Lussac 
a mis en contact avec l’eau, un disque de cuivre dont le diamètre 
était de n6”‘^, 6043 et il a trouvé à la température de 18% 5, le 
^oids nécessaire pour l’en détacher, égal à 57^^% 945. 

Si l’on suppose que, relativement au cuivre, la valeur ^ est la 

même que relativement au verre, c’est-à-dire égale à 5o'”‘ %:262i ; 
on trouve par la formule précédente, le poids de l’ean soulevée par 
le disque , égal à 67^'^"'", 767 ; ce qui diffère extrêmement peu du 
résultat de l’expérience. 

Les expériences sur l’adhésion des disques de diverses substances 
à la surface d’un inême liquide , peuvent déterminer les rapports 
de leurs forces attractives sur ce liquide. En effet , si l’on emploie 
des disques circulaires d’un diamètre très-large ; cette adhésion 
sera à très-peu-près, par ce qui précède, égale à 

V V 

*7! {/ 2 , cas. ~ . D\ 

; 

D' étant la densité du liquide ; en nommant donc p le poids né- 
cessaire pour séparer le disque, de la surface du li()iiide; la quan- 
tité précédente sera égale à p. Les quantités et a étant uni(|ue- 
ment relatives au liquide , les valeurs de cos. ^ relatives aux dis- 
ques d’un même diamètre et de diverses substances, sont proportion- 
nelles au poids cos*. { <ZBr est donc proportionnel à p* ; mais on a , 
pàr^qui précède, (:=p'. cos*. ~ ainsi p' étant relatif au liquide, 
les valeurs de p correspondantes aux divers disques sont proporlioii- 
nellesaux carrés des poids correspondansyt?. Ces valeurs sont, comme 
ou Ta vu, relatives à des volumes égaux 4^ il faut les diviser par 
les densités respectives des substances, pour avoir les valeurs rela- 
tives à des masses égales. Pelles seraient proportionnelles aux forces 
attractives, si la loi d’attraction était la même pour les diverses 
substances. Dans ce cas , les attractions respectives de ces 
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^ / sur le liquide, sont, à égalité de volume , comme {es 
> # s poids nécessaires pour détacher les disques, d^'saiurfaçe. 

Lorsqu\in liquide mouille parfaitement les disques^ Jes expé- ^ 
riences sur leur adhésion à sa surface, n’indiquent j.^omrue oti .* 
vient cl^ le voir, que l’attraction du liquide sur Ini^même.'Slaî^ 
quancWlVie mouille pas parfaitement les disques , son frottement 
contre leur surface inférieure produit de grandes variétés dans les ri^ 
fiultats des expériences /l’adhésion, ainsi qu'on Ta vu relativement 
aux disques de verre, appliqués à la surface du mercure. Il devient 
alors difficile de distinguer le résultat qui aurait’ lieu sans cette 
cause d’anomalie , et par conséquent d’avoir l’attraction du disque 
6ur ce liquide. 

On a vu précédemment que l’angle de contact du mercure avec 
le verre dans l’eau était nul , eiisorle que la surfticc de mercure , 
recouverte d’eau dans un tube capillaire de verre , forme une demi- 
sphère convexe. Il suit de là que si l’on applique un disque de 
verre à la surface du mercure , et qu’ensuite on recouvre d’une 
couche d’eau^ le disque et le mercure du vase, on aura (tx;' z=z x\ 
ce qui rend nulle l’expression * précédente de la colonne de mer- 
cure élevée par le disque qui ne doit par 'conséquent, opposer au- 
cune résistance à sa séparation du mercure. C’est , en effet , ce 
que M. Gay-Lussac a reconnu par l’expérience. 

De la figiiTe eVune large goiitie de mercure , et de la 
dépression de cejluide dans un tube de verre dû un grand 
diamètre. 

Imaginons sur un plan de verre , horizontal , une goutte de 
mercure, large et circulaire. La section de sa surface, par un 
plan Vertical mené par son centre , sera Irès-peu courbe à son 
sommet. En s’éloignait de ce point, sa courbure augmentera de 
pins en plus , jusqu’à ce que sa tangente soit verticale. A ce point, 
la courbure et la largeur de la section seront à leur maximum. 
Au-dessons de ce point, elle se rapprochera de son axe, et coïn- 
cidera enfin avec le plan de verre , en formant avec lui un angle 
ftigu. Déterminons l’équation de cette courbe. 
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, Nommons h le rajon osculafeur de la coifrbe au sommet\ 
donnée Verticale d’un de ses points, l’origine desz étant ace SGiR!*L.iSt f 
nommçns encore, z/, l’ordonnée horizontale, ou la distance de ce 
point à l’axe desz, passant par le sommet j on aura par le n° 4 de 
ifia Théorie sur Taclion capillaire. 


^ ddz 
du^ 


1 f/i 
U * du 


(■+£) 


— actz = 


a 

ÿ 


(O 


Lorsque la goutte est fort large ; on peut , dans une grande étendue 
de sa surface , négliger les troisièmes puissances de ^ , et alors 
réquation précédente sc réduit à 


U 


ddz dz 
du''- du 


2 CL 



CO 


Celle équation différentielle, quoique beaucoup plus simple que 
Inéquation (r), ne paraît pas cependant intégrable par les méthodes 
connues 3 mais je trouve que Ton j satisfait, en faisant 




U^’lX . CCS. ^ 


-I}; 


l’intégrale étant prise depuis (p nul , jusqu’à (p égal à la demi- 
circonférencc tt. En effet, on a alors 


dz 1 A / ^ uy . cos. P 

ddz ^ rj^ ^ M l/'j(X . cos. 9 


le premier membre de l’équation (^) devient ainsi 

c 

. { aazz . cos\ p + \/2cl . eos.(p 2 clu) . 
et en intégrant, il devient 

— ^ • sin.cp . ^ constante. 

etb^r ^ ^ ' 


L’intégrale devant être prise depuis (p =; o , la constante est nulle# 
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i l’intégrale devant s’étendre depuis tp = o jusqu'à (p 
èhe^st encore nulle à cette seconde limite; ainsi l’équation (s) 
est satisfaite. La valeur précédente de z n’est pas l’intégrale com- 
plète de cette équation'; mais elle suffit dans le cas présent oui: 

et ^ soijtt nuis avec ii. 

Cos. (p est égal à i — 2 . sin'^. | (p j ce qui change Texpressiou 
de Z en celle-ci , 



— 2 U [/jcC . 6111 


Ct6* 


Lorsque iusJ'icl est un nombre considérable, ce qui a lieu 

vers les bords d’une large goutte, la valeur de «i»* if 

devient frcs-petitc et insensible, dans le cas où cp a une valeur 

sensible; en mettant donc alors J’inlcgra/c fd<^ . 
cette forme 


fi](p . cos. -i (p . { I + I /sin*. (p } . \ <? 

. sin^. * (p . {l -f-2 , COS*.-^ p} . .iiir. . 


on pourra négliger sans erreur sensible, ce dernier terme. Ainsi 
en faisant 

nu . V'^act . sin^^ P = 

on aura 


u\/T^ 


V^2 U 


^ . f 2d£ , f 1 ^ i— r } - 


L'intégrale relative à/, doit é(re prise depuis = Jusqu’à 

P — 2 H. niais étant, par la supposition, une quan- 

tité insensible, on péri prendre cette intégrale, depuis 
jusqu’à Tinfini, et alors on a 


2jdt^c^^' =: sft ; 




ah , .ii\/ U.X 



J 



[wlant 
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Hejirénons maintenant l’équation différentielle (7) , 
‘2 — 9 — z', q étant la valeur entière de zj l’équatl 
ivlendra , 

Jds' 1 rfl' 


■..r 






du^ 


Il * du 




2xg-^20LZ =: — J. 


Nommons, comme précédemment, <ar l’angle que la tangente à la 
courbe, formé avec le rajon u-, on aura 


du 


— faiig. 


rëqiiation précédente devient ainsi 

^.cos.^ +-.sin.^=a 2 ûtç' 4 -?—- actz'; 
du U O 

en multipliant les termes de cette équation , par — tang, 'sr ou 
par dz', on aura 

— z/'zsr.sin.'Ztr-J- — .sin.'Zïr = aen/.z/z' + — axz'dz'-, 

et en intégrant 

cos. <©• + = ( 2 CLq + 1) . z'— xz'^ H- constante. 

Pour déterminer la constante, nommons <nr' ce que devient ■©•, 
lorsque z' est nulj csr' sera l’angle obtus formé par la surface 
Ae la goutte avec le plan. En faisant commencer l’intégrale de 
l’éqùation précédente avec z', on aura constante = cos.'®-'. Nous 

négligerons d’abord cette intégrale, et le terme yz ' nous au- 

, , I 

rons ainsi, ^ 

cos. '®- = axqz' — xz'* + cos. nsr\ 

Nous pouvons, dans une première approximation , supposer z'=:q , 
lorsque la tangente est horizontale, ou lorsque cos.'®-='i; nous 
aurons ainsi. 


s — cos.'w'ss xq*t 



parfant 


ce qui ciü 
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« 

qz=.^/^ 2.sin, Y"®*'»; 

// — z'==^/^^.sin.|^ ==z; • 

(It! =: ' — \ .^/^^.^fer.cos. |'®*J 
l’iutegrale devient ainsi 

f y/ 2 /^c?y.sin. ^ T. c os*. 

et J U 

L’intégrale précédente est insensible, lorsque l’angle 'sr est frJîS- 
petit ; car (]uoi(jiralors le dénominateur de la différentielle 

— - puisse Être très-petit et meme nul, cependant la diffé- 
rentielle elle-même est très-petite et beaucoup moindre que dans 
le cas où l’angle ^ n’est pas très-petit, comme il est facile de 
s’en assurer. Dans ce cas, la valfeur de u est à fort peu près égale 
au demi-diamètre de la section circulaire de contact du mercure 
avec le plan. Désignons par/ ce demi-diamètre; on pourra donc 
sans erreur sensible, supposer u—l dans l’intégrale précédente, 
et alors en la prenant depuis on aura 

= 2.{cos^i®— cos’.i®-'}. 

Par conséquent, on aura 

cos. ^ . (cos^^^— cos^f <tsr'}==:^22*9'-f.0 . z'— :t.ç'*-f-cos.^' J 

en substituant pour z sa valeur q — z\ on aura 

COS.<V-}-^ . • f COS^. l 'r — COS^. =z etq"^ -j- ~ , Çq — z) — etZ^-f-’COS. V. 


Maintenant, z élant nul avec on aura égal à une série 
ascendante des puissances de z: en la substituant dans l’équation 
précédente , et comparant entre eux les coelïiciens de ces puis^ 
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sauces} le coefficient indépendant de z, donnera t, ■ 


I-^COS. '3r'.+g^. ^.(i— COS^i«r') = a9*4-J 




J est une très-petite fraction dont on peut négliger Je carré , 

, lorsque la goutte a une grande largeur, et alors l’éqv.'tion pre- 
cédente donne à fort peii-près 




1 CO s ’ 


Z ülI . hin. ^ -75'* 


Déterminons présentement la constante g. Reprenons pour cela 
les équations 

dz = — du . fang. <zst— — ^ d.ixr. cos. j <ar ; 

on, aura 


du = 




— a.sin. I ■Œ* 




ce qui donne en intégrant 

U . \/-2x t= log. tang. i -sr -f. 2 . cos. l 'Ztr + constante. 

Pour déterminer la constante, on observera que <z!r étant 'zg-' , 
U est égal à /, ce qui donne 

constante = / Vaa — log. tang. \ fsr' — 2 . cos. -î<®-'} 

4 

on aura donc 

' tang.^-5r=tang.i.<2!r'.c'“"^^'^'^“^‘=“-* + "“’>'. 


c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. 
Celle équation donne à très-peu -près, lorsque l’angle <i«r est très- 
petit , 

tang. -ar = 4.tang. i 

Maintenant, si l’on diiférentie l’expression de z trouvée ci-dessus, 

dan!» 
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’clafliiie.tas de <z«r très-petit j on a 

ÀvX __ _ 

y/aa.c'' f 3 3 , 

• <th . \^;Àr 2 a 8 u. l6u“.ctj ^■ 


on peut Aips cefic. expression , négliger, lorsque l est fort grand,, 
les termes' — -—^ et — 7 ^-, vis-à-vis de l’unité, et sup- 
poser dans le dénominateur, u — l, ce qui revient à négliger, 
comme on l’a fait dans l’expression précédente de taug.<®- ou 

tîe les puissances de et alors ‘on a 


tang.'srz^ — 


&b. y/rr .1 . t/ Q.A 


En comparant cette expression de tang.-zsr, à la précédente; oâ 
aura 


1 

ctb 


-j-. . \/ «/. . tàng. i-ar'. g-' 

1/ fit • ‘ 


Celle valeur de ^ donne, par le 4 de ma Théorie, la dépres- 
sion due à la capillarité , dans un baromètre dont le tube est fort 
large. Jiii effet, il est visible que la surface du mercure dans le 
tube, est la même que celle de la goutte que nous venons de 
considérer*, mais au point où cette surface se termine, elle fait 
avec les parois du tube, un angle dont est le compléaiént. 


Lorsqu’il s’agit d’un liquide qui , comme l’eau ou ralcfihoi'‘J' 
mouille exactement les parois d’un tube de verre j ^ exprime dans 
un semblable tube, l’élévation du point le plus bas de la surface, 
au-dessus du niveau, et l’on a ; cc qui donne pour cette 

élévation, 


4 

(i-fV^G) Vi 


Vax. > + 
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5 , 6^476 

. * 


.V' /. Vaâ. 



• ^Comparons les résulfafs prcxédens, à l’expérience. 

1 M. Ga^-to^sac a observé à la fempérafiire dcr 12% 8, j'jçpaisseiir 
L'd’tine large goutte de mercure, circulaire et d’nu décimèire de 
diamefre j'^s’^â'ppiîyant sur un plan de verre blanc, parfaitement 
horizontal. ; Il a trouve au moyen d’un micromètre très exact, 
cette épaissetîr égale à 5’"', 578. Cette valeur diffère très-peu de 
celle ()ue Segner a trouvée par un moyen semblable , et (]ui , 
réduite en millimètres , est égaie à 3"", 40674. En calculant cette 

épaisseur, d’après l’expression précédente de <7+7^, et faisant, 

: comme précédemment, i3''""“; en supposant de plus, l’angle 

a-igu forme par la surface du- mercure et par celle du verre-, an 
contact, égal a 4 ^“ , ce (jui donne dans l’expression citée , 1 52° j 

enfin, .en négligeant le terme qui devient insensible relative- 
ment a une .goutte d’un décimètre de diamètrej cette expression 
donnera pour l’épaisseur ç de la goutte. 


9 = 3 ’"', 39664 


ee qui diffère peu de l’expérience. 

M. Gaj-Lussac a observé encore dans un vase de verre , très- 
large , et dont les parois étaient verticales, la distance du point 
de contact de la surface du mercure avec les parois, au point le 
"plu&.élevé de cette surface; et il l’a trouvée de i’"‘, 455. Celte 

distance est , par ce qui précède, égale à \/^ ^ . sin. 1 or'. Ici , 

<Er' est égal à 52° , et alors on a par le calcul , i"", 432 pour cette 
distance; ce qui s’éloigne peu du résuftat de l’observation. 

Pour comparer l’analy.se , à l’expérience relativement à la dé- 
pression du mercure dans des tubes de verre fort larges; je choi- 
sirai les expériences faites par M. Charles Cavendisk , et rappor- 
tées dans. les Transactions philosophiques pour l’année 1776, Elles 
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^nheiit en pouces angi’ais," cette dépression égale à cinc^ millièrties 
<ie ydt^pes , dans un tube de verre de six dixièmes de jx^uce en 
diamètre; égale à sept millièmes de pottee^ dam» un tube d’un 
demi-pouce de diamètre*, et égale à quinze millièmes de pouce, dans 
un tube de quatre dixièmes de pouce de diamètre. L’éitpression pré- 
cédente de donne en observant qu*ici <t«r'=;52®., ei^feiT réduisant 

les résultat^ en poiK:es anglais , la dépression. égale à/^/Oo5&dans le 
premier tube ; égale à 0,0069 dans le second tube, et ^gale'à.0,0126 
dans le troisième tube; ce qui s’accorde avec rexpérience, autant 
qu’on peut l’attendre de ces observations dans lesquelles on ap- 
précie d’aussi petites quantités* 


M. Gay-Lussac a trouvé par un milieu entre cinq expériences, 
l’élévation du point le plus bas de la surface de l’alcoliol , dans un 
tube de verre dont le diamètre était de 10”", 5o8, égale à o"“, 3855. 
La température était de 16'’ pendant les expériences , et la pesant 
leur spécifique de l’alcohol était 0,813467, à celte température. 
Le point le plus bas de la surface du meme liquide, s’élevait à 
la même température, de 7"“, 07850^, dans un tube de verre dont 
le diamètre était de i"", 2944 i d’où l’on tire *' 


^ — 12 o3o5. 

La formule précédente donne ainsi o""', SSyS pour rélévalion de 
l’alcohol dans le large tube dans lequel l’expérience a donné cette 
élévation égale à o"*', 5855. La différence 0"“, o/f 5 y est clans les 
limites des erreurs, soit de l’expérience, soit de la formule elle- 
lüême qui n’est qu’approchée. 


Considérations générales. 

On voit par ce qui précède, l’accord qui existe entre les phé- 
nomènes capillaires , et les résultats de la loi d’attraction des 
molécules des corps, décroissante avec une extrême rapidité, de 
manière à devenir insensible aux plus petites distances percep- 
liJbles à nos sens. Cette loi de la nature est la source de$ aüinités 
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chimiques: semblable à la pesanteur, elle ne s’arrête poiht à la 
superficib/*des corps ^ mais elle les pcnètre en agissant au-/eTà du 
contacl, ^ desVistances imperceptibles. De là dépend rinfliience 
des masses dans le§ pllSriomènes chimiques, ou cette capacité de 
saturation dgn^ M. Berthollet a si heureusement développé les 
effets. Ainsi 4éux acides, en agissant sur une l’nemc basé, se la 
ijartagent en raison de.deurs affinités avec elle ; ce qui n’aurait point 
lieu, si lla/I^îJrfé b’agissait qu’au contact ; car alors l’acidc le plus 
puissant retiendrait la base entière. I.a figure des molécules élé- 
mentaires, la/chalenr et d’autres causes, en se combinant avec 
cette loi générale ^ en modifient les effets. La discussion de ces 
causes et des circonstances qui les développent , est la partie la 
plus délicate de la chimie , et constiluc la philosophie de celte 
science, en nous faisant connaître autant qu’il est possible, la 
nature intime des corps, la loi des attractions de leurs molécules , 
et celle des Forces étrangères qui les animent. 

Les molécules d’un corps solide, ont la position dans laquelle 
leur résistance à un cliangement d’état, estlaplus grande. Chaque 
molécule, lorsqu’on la dérange infiniment peu de cette position, 
tend à J revenir en vertu des forces qui la sollicitent. C’est là ce qui 
constitue l’élasticité dont on peut supposer tous les corps doués, 
lorscpron ne change (ju’extrêmenient peu leur figure. Mais quand 
letat respectif des molécules éprouve un changement considérable j 
ces molécules retrouvent de nouveaux états d’équilibre stable, 
comme il arrive aux métaux écrouis, et généralement aux corps 
qui par le/ir mollesse , sont susceptibles de conserver foutes les 
fbrines (ju’on leur donne en les pressant. La dureté des corps et 
Jj'ur viscosité ne me paraissent être que la résistance des molé- 
cules ^à ces changeraens d’état d’équilibre. La force expansive de 
la chaleur étant opposée à la force attractive des molécules , elle 
diminue de plus en plus leur viscosité ou leur adhérence nitituelle 
par ses accroissemens successifs; et lorsque les molécules d’un 
corps n’opposent plus qu’une très-légère résistance à leurs dépla- 
cemens respectifs dans son intérieur et à sa surface , il devient 
liquide. Mais sa viscosité, quoique très-afïàiblie, subsiste encore, 
jn?({ii’à CO que, par une augmentation de température, elle de- 
vienne nulle ou insensible. Alors, chaque molécule retrouvant dans 
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fontes sés positiops, les'*niêmes forces attractives et la même', force 
repnlsiv^^ de la chaleur; elle cède à la pression la plus léj^ère , et 
le liquide joint d’une fluidité parfaite. On 'peut conjeéturer avec 
vraisemblance , que cela- a lieu pour les liquidés qui,^.CQTnme Tal- 
coliol , ont une température fort supérieure à celle commen- 

cent à SQ congeler. ’Celte influence de la figure deV Virofjcules est 
très-sensible dans les phénomènes de la congélation ekdeda cristal- 
lisation queM’on rend beaucoup plus promptes, en ploi^gekiit dans 
le liquidé* un morceau de glace , ou un cristal foriné- du même 
liquide; les molécules de la surface de ce solide, *se présentant 
aux molécules liquides qui les touchenl , dans la situation la plus 
favorable à leur union avec elles. On conçoit que l’influence de 
la figure, quand la distance augmente, doit décroître bien plus 
rapidement que l’attraction elle-même. C’est ainsi que dans les 
phénomènes célestes qui dépendent de la figure des planètes, tels 
(]ue la précession des équinoxes, cette influence décroît en raison 
du cube de la distance , tandis que l’attraction ne diminue qu’en 
raison du carré de la distance. 

Il paraît donc que l’état solide déj>cnd dp raffraefion des mo- 
lécules, combinée avec leur figure; ensorte (ju’un acide, (juoique 
exerçant sur une base , une moindre attraction à distance , que sur 
une antre base, se combine et cristallise de préférence avec elle, 
si par la forme de scs molécules, son contact avec celte base est 
pins intime. L’influence de la ligure, sensible encoie dans les 
flnides visqueux, est nulle dans ceux qui jouissent d’une fluidité 
parfaite. Enfin , tout porte à croire que dans l’état gazeux, non- 
seulement l’influence de la figure des molécules, mais encore celle 
de leurs forces attractives est insensible par rapport à la force rér/ 
pnlsive de la chaleur. Ces molécules ne paraissent être alors (ju’nn 
obstacle à l’expansion de cette force; car ou peut, sans changer la 
tension ’d’un volume donné d’un gaz quelconque, substituer à plu- 
sieurs de ses molécules disséminées dans ce volume, nn pareil nombi'e 
de molécules d’un autre gaz. C’est la raison pour laquelle divers 
gaz mis en contact, finissent à la longue, par sc mêler d’une ma- 
nière uniforme; car ce n’est qu’alors qu’ils sont dans un état stable 
d’équilibre. Si l’un de ces gaz est de la vapeur; l’équilibre n’est 
stable que dans le cas ou cette vapeur disséminée est en quantité 
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égale ou moindre cfiie- celle de la meme Vapeur qui se répandrait 
à la meme tenlpérature,- clans un espace vide égal à celi^iTqu’oc- 
cupe le-raélange. Si la vapeur est en plus grande quarJité j l’excé- 
dant doit, pour la stabilité de l’équilibre ^se condenser sous forme 

liquider \ 

La cèhsî’d^tion de la stabilité de l’équilibre d’un «système de 
^moléculçvréa^issânt les unes sur les autres , est très-utile pour 
Texplicati'on^^e-'^eaucoup de phénomènes. De même (jue dans un 
système de corps’ solides et fluides animés par la pesanteur , la 
mécanique nous montre plusieurs étals d’équilibre stable; la chimie 
nous offre dans la combinaison des mêmes principes, divers états 
permanens. Quelquefois , deux principes s'unissent ensemble , et 
les molécules formées de leur union, s’unissent à celles d’un troi- 
sième principe. Telle est, selon toute apparence, la combinaison 
des principes constituans d’un acide avec une base. D’autres fois, 
les principes d’une subsfance, sans être unis ensemble, comme ils 
le sont dans la substance même, s’unissent à d’autres principes, 
et forment avec eux, des combinaisons triples ou quadruples, en- 
sorte que cette substance retirée 'par l’analyse chimique , est alors 
un produit de cette opération. Les molécules intégrantes peuvent 
encore s’unir par diverses faces , et produire ainsi des cristaux 
différens par la forme, la dureté, la pesanteur spéciliqne et leur 
action sur la lumière. Enfin , la condition d’un é(juilibre stable 
me paraît être ce qui détermine les proportions fixes suivant les- 
quelles divers principes se combinent dans un grand nombre de 
circonstances. Tons ces phénomènes dépendent de la forme des 
molécules élémentaires, des lois de leurs forces attractives, de la 
force répulsive de la chaleur, et peut-être , d’autres forces encore 
inconnues. L’ignorance où nous sommes de ces données, et leur 
complication extrême ne permettent pas d’en soumettre les résultats 
à l’analyse mathématique. Mais on supplée à ce grand avantage, 
par le rapprochement des faits bien ob^rvés , en tirant de leur 
comparaison , des rapports généraux qui liant ensemble un grand 
nombre de phénomènes , sont la base des théories chimi(iues dont 
ils étendent et perfectionnent les applications aux arts. 

A la surface des liquides, l’attraction moléculaire modifiée par 
U courbure des surfaces et des parois qui les renferment, produit 
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les plient)mènes capillaii^s. Ainsi ces pliénômèti.es et tons ceux que 
]a cliifWe nous présente , se rattachent à une même loi ejuc l’on 
ne peut mahitenaiU révoquer en clonie. Quelques Physiciens ont 
attribué les plu'noinènes çnpiliaires, à l’aclhésioii des (Wolécules li- 
quides^ soit entre elles, soit aux parois c]iîi les contiennentj mais 
cette rai^g^sl insidfisaiite pour les produire. En €^<^t ,,s{ Pori sup- 
pose la'^siÆice de l’eau contenue dans uu‘ tube de verre ,* hori- 
zontale et^î niveau avec celle de l’eau du vasç dtyi<ÿleqtiel le 
tube plon^ par son extrémité inférieure; la viscosilé du 'liquide, 
et son adhérence an tube, ne doivent point courber xietle surface, 
et la rendre concave. Pour cela, il es*» nécessaire d’admettre une 
attraction de la partie supérieure du tube, qui n'est point immo- 
diatemeiit en contact avec le li(|ni(le. D’ailleurs, la surface da 
liquide renfermé dans le tube, serait, lorsqu’elle est concave, 
tirée vcuiicalenienl en bas , par les colonnes verticales du liquide 
qui lui sont adhérentes ; et lorsque cette surface est convexe',, 
comme celle du tnercure dans un tube de verre, et d’une goutte 
d’ean à l’extrémité d’nn tube; elle serait pressée perpendiculaire- 
ment, wdans chaciui de ses points , par le poids des colonnes su-- 
périemjbs du liquide. Cette surface ne serait donc. pas la même 
dans calleux cas, et les phénomènes capillaires ne suivraient paS' 
les mêmes lois; ce <|ui est contraire à l’expérience. Il faut donc* 
recoiuuulrc (jue ces phénomènes ne dépendent pas seulement de* 
l’action au contact , mais d’une attraction qui s’étend au-delà ^ 
en décroissant avec une exirême rapidité. 

La viscosilé des liquides, loin d’être la cause des phénomènes^ 
capillaires , en est une cause perturbatrice. Ils jie sont rigoureuse- 
ment ronh)rmes à la théorie , que dans les liquides qui jouissent 
d’une lluklilé parfaite; car les forces dont ces phénomènes dé- 
pendent, sont si pelites, que le plus léger obstacle peut en modifier 
les eflf'^ts d’une manière sensible. C’est a la viscosité de leau, que 
l’on doit atlribuer les différences considérables observées par Ics^ 
Physiciens, entre les élévations de ce liquide, dans des fiibeS' 
capillaires de verre d’un même diamètre. I^a seconde maniéré dont 
nous avons envisagé précédemment l’action capillaire., nous montie 
que la surface intérieure du tube, élève d’abord une première- 
lame d'eau J celle-ci en élève une seconde qui en élève une froi^ 
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sième, et ainsi de suite jusqu’à l'axe du ♦ube. L'existence de \ -af 
lames peut être rendue sensible, au mojen de qûelques gpins de 
poussière adhéfens oux parois du verre : on voit ces pet'its corps 
agités par l’impulsion 'de ces lames, avant que d’être atteints par 
la surface du liquide.' L’attraction mutuelle des lames est oblique 
à la.-sarFace'des parois., et tend à faire pénétrer les njOiécnles de 
la secoTioe lamé dans l’intérieur de la première, ce ^'àfl'elles ne 
peuveni^lkire {«îfOtJ. la'. soulever on la rompre. Lorsqué^ Me tube est 
fort peit Humecté ; .c^'tte première lame' alors très-m'lrce résiste 
à ces efforts, f par son adhérence au verre et par la viscosité de scs 
parties. C'est > si Je ne me trompe, la raison pour laquelle Newton 
et M. ITaüj n’ont observé que treize millimètres environ , d’as- 
cension de l’eau dans un tube de verre dont le diamètre est d’un 
millimètre; tandis que dans un tube semblable fort humecté , l’eau 
s’élève au-dessus de trente millimètres. 

A l’extrémité d’un tube de verre, les premières lames d’eau 
ne peuvent plus s’élever, sans changer de figure à leur surface su- 
périeure ; et du moment où cette surface devient convexe, elle 
tend à déprimer le li(}nide inférieur, et oppose ainsi un i)bstacle 
à son ascension. Cette cau’se , jointe à la viscosité du liquide et 
à son adhérence an verre , explicpie la petite résistance (jue l’eaii 
éjirouve à s’élever, lorscju'elle parvient près de l’extrémitéd’r.n tube, 
résistance qui doit être nulle et qui l’est en effet, dans les liquides 
qui, comme l’alcohol , sont parfaitement fluides. 

Le frottement du liquide contre la surface des parois, et l’adhé- 
sion de l’air à la surface des corps, sont encore des causes d'ano- 
malie dans les phénomènes capillaires. Il est nécessaire d’j avoir 
^égard dans la comparaison de l’oxpérience avec la théorie qui 
s’accorde d’autant mieux avec elle , que ces diverses causes ont 
moins d’influence. 

c* 

Il est presque impossible de déterminer par l’expérience , l'in- 
tensité de la fpree attractive des moîécules des corps : nous 
savons seulement qu'elle est incomparablement supérieure à l’action 
capillaire. On a vu précédemment, que l’eau se maintient élevée 
dans l’axe d’un tube capillaire, par la différence des actions du 
Ihiuide sur lui-même , à la surface du liquide du vase dans lequel 

* le 
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* lé tubo est plongé , ei> à la surface du liquide intérieur du tube. 
L*ettG .differencé est 1 action du ménisque liquide, que retranche* 
rait un plan^ horizontal mené par le point le' plus ba^ de cette der- 
nière surface *, et cette action est mesurée par la hauteur de la 
colonne élevée. Pour avoir l'action de là masse enliène''du liquide^ 
imaginunii^lans une masse indéfinie d’eau stagnante*, ' un canah 
vertic«P imniment étroit aboutissant à sa surface, et dont les paroît^ 
infinimérl^^inces n'empcchent point l’action des ’rapleiç^es exté-'" 
rieures i/ce canal, suf la colonne d’eau qu’il eontientV Jbétermi- 
nons la pression de cette colonne, sur une base perpendiculaire aux 
côtés du canal, et placée à une distance sensible au-dessous de 
la surface liquide, cette base étant prise pour unité. 11 est facile 
de s’assurer que si l’on a plusieurs canaux semblables de même 
largeur , mais de longueurs différentes, dans lesquels Peau soit 
animée par des forces différentes pour chacun d’eux , et variables 
suivant des lois quelconques^ les pressions de ce liquide, sur les 
bases des canaux, sont entre elles, comme les carrés des vitesses 
acfjuises par des corps primitivement en repos, et qui mus dans 
tout^|^\a longueur de ces can^mx supposés vides , seraient ani- 
més 1 ^aque point, des mêmes forces, que les molécules cor- 
r^r^ppif. l’eau qui remplit les canaux. Si î’aclion de l’eau 
sur ellt^mêine était égale à son action sur la lumière ^ il suit du 
n® 2 du dixième livre de la Mécanitjue céleste, que le carré de la 
vitesse acquise dans le canal dont nous venons de parler , serait égal 
à 2A, la densité de l’eau étant prise pour unité. Dans un canal 
dont la hauteur est s , et clans lequel la force est constante et 
égale à la pesanteur j le carré de la vitesse acquise est , g- 

étant la pesanteur, ou le double de l’espace que la pesanteur fait 
décrire pendant la première unité de temps que nous supposerons 
Être une seconde décimale. Les pressions des cotonnes d’eau sur 
les bases des deux canaux seront donc entre elles comme 2K est 
à 2ffSj et par conséquent , si elles sont égales, on aura 



Ce sera clans cette hypothèse , la hauteur d’un canal dans le(|uel 
l’eau étant soumise à l’action seule de la pesanteur siippos^ par- 
4out la même qu’à la surface de la terre, la pression de la îoloime 
2* SUPPL. LIV. X. 
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(le ce liquide sur la base de ce canal , exprime l’action entière' 
de la masse indéfiiiîè tl’eau, sur l’eau du premier canal* 

On a par le n° cîtq du dixième livre , 



étaiit''re8pace décrit par la lumière, dans runîté dè'^(îf*’:ps ou 
^ans ^i^*fecondé , et .K é(ant le raj)pail du sinus d’in^^^leuce au 
sinus dérélraction , dans le passage d’un raj^ua luminein^'^- ilu vide 
dans l’eau y on ^ur^i donc 


s 



) • 


En partant des valeurs les plus exactes de la parallaxe du soleil 
et de la vil esse de la lumière ; on trouve que s surpasse dix mille 
fois la distance du soleil à la terre. Une aussi prodigieuse valeur de 
l’action de l’eau sur elle-même ne peut pas être admise arec vraisem- 
blance ; il paraît donc que cette action est beaucoup moindre que 
l’action de l’eau sur la lumière; mais elle est extrêmemcuil grande 
relativement à l’aclion capillaire et il en résulte une .t’-èfi^Forte 
compression dares les couches des liquides. En effet, 
masse indéfinie deau stagnante, on imagine un \/tinal i néilcùr 
infiniment élroit dont les parois soient infiniment minces, et dont 
les extrémités aboutissent à la surface de l’eau ; les couches licjuides 
du canal, placées à une distance sensible au-dessous de cet le surface., 
éprouveront par l’action de l’eau vers l’une des exirémilés, une 
pression /C qui sera balancée par une pression égale cl conlr;ire, 
produite par l’action de l’eau vers l’antre extrémité ; (diacjue couche 
du liquide intérieur est donc comprimée par cc s deux forces oppo- 
sées. la surface du liquide, celte compression est évidemment 
nulle : elle croît avec une extrême rapidité depuis cette surface , et 
devient constante à la plus petite distance sensible au-dessous. 

Ces grandes variations de compression p(*nvcnt faire varier sen- 
siblement la densité des couches d’un liquide, très-près de sa sur- 
face; et dans les mélanges de deux liquides, tels (jue l’alcohol et 
l’eau, ell(‘S peuvent faire varier non-seulement la densilé des 
couc!.,es liquides extrêmement voisines de la surface, mais encore 

provorliun des deux liquides que renferment ces couches et Ic^ 
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^famespliqnules aclhérehtes aux parois des tubes. Ces variations n’ont- 
eiucune influence sur la réfraction qin*/ lorscjiic le^.rayon lumineux 
est parvenu à une distance sensible au-xléssou» la surface, est 
la même que si la nature et la densité ‘du liquidom’.éprouvaient 
aucun changement ; mais elles peuvent avoir sur les phénomènes 
cnpillt'fljJjJ, une Influence Irês-sensible que semblent ,iru;lifp9er pU.- * 
siciir?^^ ^rierices de M. Gay-Imssac , sur divei^\ 

raélangeJ|j’alcohol ct^ d’eau clans les tubes capHlair-^é^T^f 

Une lame d’eau isolée et d’une épaisseur plus petile que le rayon 
de la sphère d’activité sensible de ses molécules, éprouvant donc 
une compression beaucoup moindre (prune pareille lame située au 
milieu d’une masse considérable de ce licpiide*, il est naturel d’en 
conclure que sa densité est très-inlérienre à la densité de cette masse. 
Kst-il invraisemblable de supposer que c’est le cas de l’enveloppe 
aejuense des vapeurs vésiculaires <\uï par là, seraient plus légères' 
et dans un état moyen entre l’état liquide et celui de vapeurs? 

^ Je n’ai eu égard clans ma Théorie, ni à la pression de l’atmos- 
ni à la forcc'yépulsive-de la chaleur. La considération de 
ces F*"^est iniUjJe*, .parce qu’étaift les mêmes su’i^ toute la surface 
cifT i 7:^tTe7^*«iiÇs sont indépendantes de sa courbure. La chaleur 
n’influe donc sur les phénomènes capillaires, qu’en diminuant la 
densité des rujuides -, et l’ex[)érience a fait voir (jne dans les li- 
quides parfaitement fluides , les variations de ces phénomènes , 
produites par l’accroissement de la température, sont exactement 
celles que donne la théorie. 

Les effets de l’action capillaire étant ramenés à une théorie ma- 
thématique*, il ne manquait plus à celte branche intéressante de 
la physique, qu’une suite d’expériences très-exactes au moyen des- 
quelles on put comparer les résultats de cette théorie , avec la 
iialiu»e. Le besoin de semblables expériences se fait sentir à mesure 
que la physique en ^ perfectionnant , rentre dans le domaine 
(le l’analyse. On peut alors obtenir avec unfe grande précision , 
les résultats des théories *, et en les comparant à des expériences 
très-précises, on élève ces théories ai? plus haut degré de certitude 
dont les sciences naturelles soient susceptibles. HeureulTn^^it, les 
expériences que MM. Ruinford et Gay-Lussac viennent faire 
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sur les phénoàiènes dié^la*»çapillarité, laissent peu de c]iose.s u dé- 
sirer sur cet t)bjet v'^el l’ph a vu l’accord de ma Tliéorie avec les 
résultats de M. Gay-Lussad qwi a iniroduit dans ce g^nre d’expé- 
riences 3 l’exactitude d0S;/)bser*vations astronomiques. 

d Quand 011 est parvenu à. la véritable cause des pliénc mènes- il 
^çst cûrieiix'^e porter ses regards en arrière, et de voir (jucl 

expliquer, s^'^'ïappro- 
chent. L’ttnè des^pihion^les.plus anciennes^et les plus accréditées, 
que l’on ait doqpéfeS'déa phéiipniènes capillaires, est celle de Jurin. 
Cet Auteur Attribue l’élévation de l’eau dans lui tube capillaire 
de verre, à l’attraction de la partie annullaire du tube, à lacjuelle 
la surface de l’eau est contiguë et adhérente ; <( car , dit-il , c’est 
y seulement de cette partie du tube, que l’eau doit s’éloigner en 
y s’abaissant, et par conséquent, elle est la seule qui parla force 
de son attraction, s’oppose à sa descente. Celte cause est pro- 
• y portionnelle à l’efifèt *, puisque celte circonférence et la colonne 
d’eau suspendue sont foutes deux proportionnelles an diamètre 
y du tube: » (Transactions philosophiques, n® 5GS). > 

Clairaut, dans son Traité de la Figure de la Terre, ju’on 

ne saurait emplbjer le principe que les effets son| pi*. ^ irv Is 
aux causes, que lorsqu’on remonte à une cause pré?JiJière , et 
non (]uand on examine un effet résultant de la combinaison 
de plusieurs causes particulières que Ton n’évalue pas chacune 
séparément. Ainsi, quand meme on admettrait que le seul anneau 
de verre, qiti est adhérent à la surface de l’eau, serait la cause 
de lelévation de ce liquide, on ne devrait pas en conclure que 
le poids élevé doit être proportionnel a son diamètre -, parce qu’on 
ne peut connaître la force de cet anneau, (|uVn sommant celles 
de toutes ses parties. Clairaut substitue donc à l’hypothèse de 
Jurin, une analjsc exacte de toutes les forces qui tiennent une 
colonne d’eau, suspendue en équilibre dans un canal infiniment 
étroit passant par l’axe du tube. Mais ce grand Géomètre n’a pas 
expliqué le principal phénomène capillaire , celui de l’ascension 
et de la dépression des liquides dans des tubes très-étroits , en 
raison inverse du diamètre de ces tubes : il se contente d’observer, 
sans^^^t donner la preuve , (ju’une infinité de lois d’attraction 
peuveiju produire ce phénomène. La supposition qu’il fait , d« 
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‘ Xâ'ctioa du verre ^ sensible jusque sur les^ molécules de l'eau situées 
dans l'axe du tube , devait Téloigner dé Va véritable é?[plicatipii du 
pliénoméne;^mais il est remarquable qu'c -s’il filt parti de Thypo- 
llièse d’une^ attraclion insensible à des ^distances sensibles, et s’il 
eût appliqué aux molécules situées darii -fa sphère d’activité des 
parois d|iVube , 1 analyse des’ forces dont il a fait ustige pour les 
moléc'^V l'axe ; il aurait été conduit, non-seuleüifi>t.au résitltat?^ 
de Juriri, «ais encore à ceux que nous avons dbiei)i:jÿ>jpaî^ se- 
conde iPirfiièrc dont ndus avons envisagé Tactiion «capillaii’e. On 
voit par cette méthode, que si le liquide* mouille parfaitement le 
tube ) on peut concevoir que la partie seule du tube> supérieure à la 
surface liquide, d’une quantité imperceptible, le sollicite à s'élever, 
et le tient suspendu en équilibre, lorsque le poids de la colonne 
élevée balance l’attraction de cet anneau du tube; ce qui se rap- 
proche extrêmement des idées de Jurin , et ce qui conduit à sa, 
conclusion , savoir que le poids de la colonne est proportionnel 
nu contour de la base intérieure du tube , conclusion que Ion doit 


ét(;ndre généralement à un tube prismatique, quels (|ue soient sa 
frtfSi^térieure ct’^J^rapport de l'attraction de ses molécules sur 
le liq’l®^'^ à latli-o^lî^^ des molécylcs lij^uides sur elles-mêmes. 

de la surface des gouttes liquides, et des ilnides 
cojileiuis dans les espaces capillaires, avecyifes surfaces dont les 
( jéoinètres s’occupèrent à Torigine du calcul îiijinilé.simal , sous 
les noms de îhiteaire , irêlasiiquc , etc., portaA^aturclIçment 


plusieurs Physiciens à considérer les liquides , comme étant en- 
veloppés de semblables surfaces qui , par leur tension et leur élas- 
ticité, donnaient aux liquides, les formes indi(juées par l’expérience. 


iSegner, l'un des premiers qui aient eu cette idée, sentit bien 
qu’elle n’était qu’une fiction propre à représenter les pliénoniènes , 
mais que l'on ne devait admettre qn’autant qu’elle s(i raltacliait à 
la loi/rune attraction insensible à des distances sensibles : ( tom. i 
des anciens Mémoires de la Société royale de Gottingne). Tl essaya 
donc d’établir celle dépendances mais en suivant son raisomie- 
luent, il est facile d'en reconnaître l’inexactitude s et les résultats 
auxcjuels il parvient, en sont la preuve. Il trouve, pai exemple, 
(ju’il ne faut avoir égard qu’à la courbure de la sectioj^verticale 
d’une goutte, et nulleineut à la courbure de la section liorii^'A^ale ^ 



( 

78 ]VI É C A N T Q U E C E LESTE, 

ce qui n’est pas exact. D’ailleurs, il n’a pas vu que la tçnsion 
la surlace est Ja fiiême, quelle que soit la grandeur de la goiitle; 
ce qu’un raisonnement juste lui eut fait connaître. Au reste, on 
voit par la note qui termine ses recherches, qu’il n’cn a pas ulé 
content lui-même. Lorsque je m’occupais'de cet objet, M. Thomas 
Young/eh faisait pareillement le sujet de rcchcrchcsj^tigénieiises 
qu’il a insérées dans les Transactions philo 8 ophiqiu^\’'«:}Ao.ur l’an- 
née En comparant avec Segncr, la force cap^*’tore, à la 

tension d’une surface, qui envelopperait les liquides, «(^vCu appli- 
quant à cet (efforce, Içs-résultàts connus sur la tension des surfaces*, 
il a reconnu qu’il fallait avoir égard à la courbure des surfaces 
liquides, dans deux directions perpendiculaires entre elles*, il a 
de plus , supposé que ces surfaces , pour un même liquide, coupent 
sous le même angle les parois des tubes formés de la même ma- 
tière , quelle que soit d’ailleurs leur figure j ce qui , comme on 
l’a vu , cesse d’être exact aux extrémités de ces parois. IVIais il ii’a 
pas .tenté , comme Segner, de dériva^r ces hypothèses, de la loi 
«de l’attraction des molécules, décroissante avec une cxlrême rapi- 
dité; ce qui était indispensable pour les réaliser Elles ne p(;v ^î''.ymt 
l’être que par une démonstration rigourensp, pareille p; que 
nous avons données d^ns la première méthode ^ laqi’^' yj7^J5>li- 

cations de Segner et de M. Thomas Yoiuig se comme 

celle de Jurin se ral^achc à la seconde méthode^ 
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MÉCANIQUE CÉLESTE. LIVRE X. Page 264, lig 
. sin. 2 0 , lisez 3 . sin. 2 0. 


ne i 


TOÉORIE DE L’ACnpN CAPILLAIRE. Page 44, Ügne 
r raison inverse de leur distance miitue^“ 

force oWît*ffSTC#*peu-prt*s én raison inverse du carré de leur di*^ 
lorsque les plans -nont très-rapprochés. c ^ - 
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